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Abstrakt

Origami (skladanie papiera) sa vSeobecne vnimafakona umenia. Zamerom
bakalarskej prace na ténMatematika a orgiami je ukaza@ skladanie papiera ako
formu realizacie matematiky. V ramci tohto zamemiobhlavnym ciéom zbierd
namety ako skladanim papiera demonstiquastupy a vysledky Skolskej matematiky.
Text prace je radeneny na uvod, tri kapitoly, zaver a prilohu. Wejrkapitole mozno
n4jg’ strena historiu origami ako formy umenia a tvodny mialde origami ako forme
vedy (matematiky) — axiomy, predstavujuce elemaetarireducibilné operacie
skladania papiera a matematické vlastnosti obrazeovenych zahybmi na hérku
papiera ziskanom rozloZzenim plochého origami modeluha kapitola demonstruje
uzitonog’ teoretickych poznatkov o skladani papiera na adidth z inZinierskej praxe
kde sa tieto znalosti uplatnili. Tretia kapitolang&a niekdko didakticky vyuZiténych
nametov. Uvadza sa v nej, ako skladanim papieraafidsparabolu, ako néjsreélne
korene kvadratickej a kubickej rovnice, ako roztiélarok papiera na neparny ged
zhodnychcasti, ako zdvoji kocku. Priloha obsahuje stnui informéaciu o programe

GeoGebra, vhodnom na modelovanie skladania papé&éepaitadi..

Kracové slova:Origami, GeoGebra, parabola, kvadraticka rovnica



Abstract

Origami (paper folding) is commonly considered & @&form of art. The objective of
the bachelor thesis entitlddathematics and Origanms to present the paper folding as
a realization of mathematics. Within this framewaitke main aim was to collect the
examples of how the paper folding can introduceréisalts of school mathematics. The
thesis is divided into introduction, three chapteanclusion and appendix. In the first
chapter, one can find a brief history of the origasha form of art and an introductory
material concerning the origami as aform of saercaxioms, representing basic
irreducible paper-folding operations, and propert¢ the pattern of creases found on
a sheet of paper when a flat origami is completeifolded. In the second chapter, the
usefulness of knowledge on paper folding is dematesd by a wide range of
applications in practice. The third chapter progsideveral examples that can be used in
the classroom. There is presented how to consérpeirabola by folding a paper, how
to find real roots of quadratic and cubic equatjdrewv to fold a sheet of paper into an
odd number of equal pieces, how to double a cube.appendix contains a brief
information on the programme GeoGebra, which igable for modeling the paper

folding on a computer.

Key words: Origami, GeoGebra, parabola, quadratic equation
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Uvod
Co paiujem, to zabudnendio vidim, to si pamatam.
Co si vyskasam, tomu rozumiem.

Konfuciug

Origami, zhe-zhj papiroflexig papierfalten— slova ré6znych jazykov pre jedno a to
istt — pre skladanie papiera. Nechape sa tym vSkladanie nahodné
a bezmyslienkovité, ale di@avedomé vytvaranie viac alebo menej realistickych
modelov Ziv@ichov, rastlin alebo veci skladanim jediného kuapigra, véSinou bez
strihania a lepenia. Ide o starobyld formu umeki@rd povazuju za s@as svojej
kultarnej tradicie nielen Japonci, al€inania, Spanielti Nemci. V s@&asnosti sa pre
tuto ¢innog’ zauzival prvy, japonsky vyraz.

Ak vyslovime ,origami“, vludoch to \aka beletrii a kinematografii z¥gjne
vyvol4 predstavu malych papierovych Zeriavonzuru — symbolov nadeje,t'astia,
mieru a priatéstva. Len malokto postrehne hlbokytah medzi origami a tragtiou
geometriou a v skladani papiera vidi konkrétnuizaaiu abstraktnych matematickych
operécii. AvSak prave toto spojenie origami s gedameci matematikou vSeobecne je

to, ¢o nas bude @alSom zaujimgé

Spajanie origami a matematiky ¢ado poda vSetkého malou knihoGeometric
Exercisesin Paper Folding napisanou indickym dite’lom matematiky Sundarom
Rowom a vydanou roku 1893 v Madrase. Rodutora harok papiera predstavege’
roviny. Jeho preloZzenim vznikne zahyb, na ktorymg@eme pozeraako na model
useky (priamky). Bod vymodelujeme ako prienik dvochybov. Takymto sposobom
mozno pomocou skladania papiera demonstrpvakticky vSetky konstrukcie klasickej

euklidovskej geometrie v rovine.

Po tomto ,impulze z praxe” sa matematika skladapépiera zé&ala rychlo
a pomerne autondmne rozvijaTo znamend, zala si vytgova’ svoje vlastné
problémy vyvierajlce z jej vnutornych potrieb. Gigi geometria postupne nadobudla

axiomaticku Struktaru analogicku Euklidovej geometdkazalo sa, Ze sustava origami

! vyrok pripisovanytinskemu myslitéovi a politikovi Konfuciovi (552/551 p.n.l. — 479ml.) [citaty.net;
www.quotes.net...]
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axiom je ,vykonnejSia“ nez ta Euklidova. Skladanpapiera mozno preto ri¢Silohy,
ktoré s nad sily klasickej euklidovskej geomeftiesekcia uhla, zdvojenie kocky). Po
uspechoch v geometrii origami postupne prenikloo idlalSich oblasti klasickej

matematiky (teorig&isel, kombinatorika, algebra, ...).

V oblasti dizajnu sa V& ¢asu venovalo a stale venuje skiumaniu zahybovych
vzorov konkrétnych modelov, B&e v nich je zakddovany komy vzhad origami
figarky. Zahybovy vzor je obrazec, ktory tvoria yély na harku papiera pri opatrnom
rozloZzeni toho ktorého modelu. Pravdepodobne majiitnejSie a najrozsiahlejSie
Studovanym problémom je otazka ,zlofitesti naplocho“. Hadaju sa nutné
a postdujuce vlastnosti zahybového vzoru, aby z neho boddné potia predpisanych
zéhybov poskladasice viacvrstvovy no planarny model. Poznatky aigkpri tomto
Studiu si postupne nach&dzaju cestu i do praxe.sediasti so ,zloZinog'ou
naplocho* sa uplatnili pri navrhovani airbagov ddcenobilov, pri skladani solarnych

panelov satelitov, a podobne.

Oblag’ou, ktora mdze z origami dogrofitovar, je vzdelavaci proces. Skladanie
papiera predstavuje jednu z nadejnych ciest, akmbiturvyucovanie matematiky
zaujimavejSim, ako diovnies’ prvok nazornosti, samostatného objavovania, a&tivn
skusenosti. Je priam predané na to, aby bolo pouzité pri spbsobe ¢hyu
charakterizovanom akocenie sacinnog’ou — ,£0 si vyskuSam, tomu rozumiem
Americky matematik Thomas Hull v kniheroject Origami: Activities for Exploring
Mathematics tvrdi, Ze poskladany kus papiera méze pre Studepredstavova
experimentalne laboratérium. Samostatnym legldvanim zaujimavych problémov,
aktivnym skimanim ako veci funguju a snahoutprésto préo tak funguju, sa Studenti
moZzu dopracowak tomu, Ze ,Matematika prestavatbgbstraktnou entitou, existujucou
len v ich mysli. Stava sa hmatBeu, ni€im, co mézu drzé vo svojej ruke, spotat’ to
alebo poui na ziskavanie poznatkov ktoré daju vznikmiodelom, domnienkam a
teorémam.“[1]

Zaujem o didakticky potenciél origami dal vznikniltejto praci. Bakalarska praca
sa venuje matematike skladania papiera s dérazommoné vyuZzitie ziskanych
poznatkov a zrnosti pri vywovani matematiky. Ulohou je ramcovo sa zozmwami
s matematikou obsiahnutou v origami, zozhieretivainé priklady z praxe a sustrédi
namety pouzitthé pri vywovani matematiky. Zozbieranie vhodnych nametov
predstavuje hlavny cigrace.
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1 Co je origami?

Slovo origami pochadza z japonského slava, ¢o znamena ohylia akami ¢o
znamena papier. Doslovne teda slovo origami znanodéiydanie papiera. diem je
vytvorit' r6zne vasSinou trojrozmerné objekty ohybanim jediného kusgigra bez
pouzitia rezanidi lepenia.

Jedinou potrebnou pomdckou na skladanie origantigek papierago z tejto
¢innosti robi jedno z najdostupnejSich umeni [2jg@mi vyuziva rdzne druhy papiera,
ale aj iné, nepapierové materialy na najiomjSie @ely.

Dokontena origami postatka sa nazyvamode|] metdda skladania modelu sa

nazyvadizajn a kresleny navod na model sa nazyahybovy vzorUmelec origami sa

sy Mt

Ohyba&i papiera predstavuju pestru skupiifudi réznych profesii, od umelcov cez
vedcov az po terapeutov. Umelci a remeselnici ch@qgami ako spdsob kreativnej
sebarealizacie. Vedci, architekti a matematici skjlimgeometriu origami kvoli jej
vnutornej krase i kvoli praktickym aplikaciam [2)¢itefom v Skolach sluzi origami na
spestrenie a zatraktivnenie ¥y predmetov, napriklad geometrie, fyzikyorientalnej
kultary. Fyzioterapeuti pomocou origami dosahujjpagientov v&Siu silu v ruke
a zdokonalenie jemnej motoriky. PsychoterapeutipboZzivaju na to, aby pomocou
neho svojich klientov naili relaxatné techniky a prelomili’ady u tych,éo nie su

ochotni spolupraco¥d3]. Mnohol'udi vSak sklada papier jednoducho pre zabavu [2].

1.1 Historia origami

Tradicia origami vznikla pravdepodobne pred 600mok/ Japonsku pias
obdobiaMuroma’i. Samuraji vtedy balili oficialne dary, naprikladbény na ryZové

vino, do umeleckych papierovych obalov [4].

Papierové sklad&y sa v Japonsku pouzivali aj pri ndbozenskych adirh a pri
vyzdobe Sintoistickych svaiy Papierové retiazky poskladané pagresnych pravidiel
sa veSali s trsmi slamy na "vystraznych" Snararhenawa ktoré ozna&uju hranicu
posvatného Uzemia svatyne, za ktora smie vétlgn kiaz [5]. Slovokami ktoré
ozna&uje papier, je vlastne homonymom pre ducha alelh@bdzory, ktoré sa spdjaju

so Sintoistickymi ceremodniami zostalidas storéi nezmenené [2].
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Ako zabava sa Zzali papierové skladky v Japonsku Siti az niekedy v 17.
storai [5]. V tomto ¢aseludia vyvinuli jednoduchSie metédy vyroby papiertyra
padom papier zlacnel. Origami sa stalo popularngmenim pre kazdého bezlauu na

to, ¢i bol chudobny alebo bohaty [7].

Spbsoby skladania najstarSich origami si Japonedgwali Ustnou tradiciou
Z jednej generéacie na druhl. PretoZe si tieto ppkykdy nezapisovali, zachovali sa len
najjednoduchsSie tvary. Prvé pisomné pokyny sa dbjesku 1797 nasho letogtu
v publikécii Senbazuru OrikatéSkladanie tisicich Zeriavov).

Origami v3ak nevzniklo len v Azii. Objavilo sa aSpanielsku a pda vietkého
nezavisle od toho japonského. Predpoklada sa, Zpdnielska sa tajomstvo skladania
papiera dostalo prostrednictvom Arabov. Ti sa hacihav 6smom stor¢i a do
Spanielska ho priniesli v 12. stéfd2]. V 30. rokoch 19. stotda tvorilo toto umenie
v Nemecku dokonca zaklad vychovnej koncepcie v mijeh Skolach¢o malo u deti
podporovd schopnos sustredi sa [4].

V siasnej dobe existuju dva druhy origami: teadi a moderné. Tieto dva typy
sa od seba znae liSia [5].

Tradicné origami sa narodilo a vyrastlo v kultirnej vymmemedzi vychodom
a zapadom. Nie je teda originalnym plodom japongkitury ale hybridom Japonska
a Europy [8].

Pre tradiné origami je typické, Ze sa sklada vzdy iba z gdankusa papiera, bez
pouzitia noznic, lepidla a pod. Taktiez sa nepaudialSie zdobenie, ako je napriklad
prima’ovanie @i [5].

Zakladnou technikou origami je ohybanie. Najjedradii ohyb je ohytJdolie,
kde sa rovny kus papiera skladd smerom k otgldapapiera. K& sa tento ohyb
narovna, zahyb pripomina tvar tdolia. S tymto omyhiwko suvisi ohylHora, kde sa
papier ohyba smerom od ohybapapiera. Tento zahyb tvori vyvySenu brazdu alebo
tvar hory.

13



Obr. 1 Vravo: ohybHora, vpravo: ohyb Udolie

Urcité kombinéacie zakladnych ohybov tvoria bazu, tst jgkysi medziprodukt,
ktory sa da poufZina zloZzenie mnohych r6znych modelov [2]. Postup skladania
byva vémi prisne predpisany, takZe vysledky by sa od sebzali vémi liSit’ nech ich
zloZi ktokd'vek.

V tradicnom origami sa modely predavaju z generacie na rgeie acasto
menia svoje tvary anazvy [8]. Autor tychto origamie je nikdy znamy, tratiné

origami su teda anonymne.

V modernom origami je ziay priestor ponechany vlastnej fantazii ohyda
Autori japonskych prirgiek pritom zdorai#tuju, Ze je hlavné nechisa ,vies srdcom”
[5]. V modernom origami mézeme roztigflva smery: matematické origami a umelecké
origami.

Tvorcovia umeleckého origami sa snazia dostapapiera vsetkogo je
potencialne mozné. Kreativita sa tu pripisuje obakyg dizajnérom tak aj ohytam,

a ohodnotenie sa prenechava divakom. Sekvencidasktaalebo zahybové vzory sameé
o0 sebe nie su predmetom hodnotenia. NavySe v ukwetecorigami neexistuje
reprodukovatinod’, pretoZze ta ista sekvencia vytvori r6zne dieldznych typov
papiera alebo od réznych ohyba.

V matematickom origami sa zdbiage aspekt origami ako sklatlky, ktora
reprodukuje tvary predmetov pkadistych pravidiel. Takto sa papier redukuje naosub
obycajnych geometrickych tvarov ako Stvorec alebo mubloinik a sklady sa chapu
ako obyajné geometrické manipulacie [8].

14



Odhalenie matematickych principov origami vSak uniloZz zapoji do
navrhovania novych modelov vy§ova techniku. Vysledkom su modely, na
poskladanie ktorych sice potrebujeme niiéko stoviek zloZeni papiera, no ich

realizacia bola pred nieRkymi rokmi povazovana za nemoznda.

1.2 Prenikanie matematiky do origami

Mozno poveds, Ze z historickéholtadiska spajanie origami a matematikyala
knihou ,Geometric Excercises in Paper Folding“, rlatonapisal indicky &itel
matematiky Tandalam Sundara Row [9]. Prvykrat vysku 1893 v Indii, no prelom
znamenalo az jej vydanie v USA roku 1901. Sundaoav R knihe predlozil novu
a ve’mi jednoducht metodu realizdcie mnohych geometdek§onstrukcii. Namiesto
klasického rysovania priamok a kruznic pouZzil ohybgrapiera. Harok papiera pritom
sluzi ako model euklidovskej roviny. Priamku predsie zahyb, ktory vznikne Ke
harok papiera prelozime, priéiae a znovu otvorime. Ako model bodu sluzi prienik
dvoch zéhybov. Zahybovy vzor (obrazec, ktory vyt@ozahyby na harku papiera)
mMozZno porovn@a s inymi tradénymi dvojrozmernymi geometrickymi konstrukciami.
Sundara Row ukazuje, ako pomocou ohybania papmmnatkuovd rézne geometrické

obrazce a ,po bodoch” dokonca krivky ako parabeli@sa a pod.

Zaujem o ohybanie papiera ako novi metdédu georkgtiickonStrukcii postupne
narastal a rozSirovalo sa porovnavanie tejto me®H#lasickou metédou konstrukcie
pomocou pravitka a kruzidla. Zalo sa Studowaspojenie medzi geometriou ohybania

papiera a klasickou Euklidovou geometriou.

Euklidovsk& geometria je zndma svojou axiomatickgstavbou. To znamena, Ze
na zd&iatok musime vybma skupinu zakladnych (primitivnych) pojmov a vyslovi
niekd’ko intuitivne platnych vyrokov — axiom. Tvrdenia sidhnuté v axidomach
nedokazujeme, prijimame ich za pravdivé ¢ajge na zaklade skuisenosti, nazoru,
suhlasu so skutmog’ou a pod. Aled’alej uz postupujeme prisne logickou cestou
a systémom ,veta (tvrdenie) — dokaz" sa dostavanstalke zlozitejSim pojmom

a konstrukciam.
V analdgii s Euklidovou geometriou s#udia snazili extrahova zakladné
jednotkové operacie pri ohybani papiera. Opakovankombinovanim tychto operacii

by bolo moZné vytvotii tie najkomplikovanejSie zahybové vzory.
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NajpopuléarnejSim z existujucich systémov fundamlegth operécii je sustava

siedmich takzvanych Huzitovych — Hatoriho axiéme M podstate o sedem r6znych

spbésobov ako k uz existujucej mnozine bodov a zéhyla harku papiera pritiaovy

zahyb. Operacie sa odliSuju tym, aké prvky na $abau pri ohnuti papiera pri tvorbe
nového zahybu (bod na bod a/alebo zahyb na zahyh), Robert J. Larfg[10] ukazal,
Ze systém Huzitovych — Hatoriho axiém je Uplny,jéet popisuje vSetkdo mozno

pridanim jediného priameho zahybu pri ohybani papieobt’.

V dostupnej literatire (napr. [10], [11], [12]) dduzitove — Hatoriho axiémy

z forméalneho hadiska r6zne formulované. Predkladany preklad paedge snahu

vystihnlt’ podstatu tychto axiom ako opisu fundamentalnyaraqgii:

Axioma 1) Ak st dané dva rézne body a P,, potom mézeme papier ohhu
tak, aby novovytvoreny zahyb prechadzal bodina P, .

Axioma 2) Ak su dané dva rozne body, a P,, potom mdzeme papier ohthu
tak, aby bodP, Tahol na bodP, .

Axioma 3) Ak st dané dva zahybg, a c,, potom moézeme papier ohhiak,
aby zahybc, I'ahol na zahylz, .

Axidma 4) Ak je dany zahylz a bodP, ktory nac nelezi, potom mdzZzeme papier
ohnt’ tak, aby novovytvoreny zahyb prechadzal boddmbol kolmy na zahyb
C.

Axioma 5) Su dané dva bod¥,, P, a zahybc, pricom P, a P, nelezia nec.
Potom, kedykibvek to vzajomna poloha bodo®, a P, a zahybuc dovd'uje,
mo6zeme papier ohtittak, Ze novovytvoreny zahyb prechadza bodgna bod
P, lahne na zahyb.

Axioma 6) Su dané dva bod¥,, P, a dva zahybyc,, c,. Potom, kedyktvek
to vzajomna poloh#&,, P,, ¢, a c, dovduje, mézeme ohnipapier tak, ze bod

P, l'ahne na zahyls, a s&asne bodP, 'ahne na zahyl, .

% Robert J. Lang — americky fyzik, ktory je jednyrpaprednych origami umelcov a teoretikov sveta
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* Axidma 7) Je dany bod a dva zahybyc,, c,. Potom m6zeme ohrilpapier
tak, ze bodP 'ahne na zahyle, a novovytvoreny zahyb bude kolmy na zahyb

C,.

Majme Useéku (dva krajné body), ktora reprezentujisio 1 (jednotkova uska).
Usetky, ktoré mozno zostraji z jednotkovej us&ky roéznym kombinovanim
a opakovanim Huzitovych — Hatoriho operacii, repndgju cisla nazyvané origami

¢isla [13]. Origamiisla su zaujimavé z akademického i praktickéramliska.

Ukazalo sa, Ze mnozZina origakisel obsahuje ako podmnozinu vsetkgla,
ktoré mozno zostraji vramci Euklidovej geometrie, teda pomocou krugidl
a neociachovaného pravitka. Ohybanie papiera pnettno pouzi na demonstrovanie
vSetkych rovinnych euklidovskych konstrukcii. Noeo@cia, pri ktorej jedinym ohnutim
papiera dva rézne body &@snelahnld na dva rézne zahyby (axibma 6), uhupZ
zostroji’ Useky, ktoré su rieSeniami kubickych rovnic. To uznad sily klasickej
Euklidovej geometrie. Takymto sp6sobom moZno ohifbguapiera elegantne vyriési
dva z troch vEkych problémov antiky — trisekciu uhla a zdvojekiecky, ¢o nie je

mozné uroki pomocou kruZidla a neociachovaného pravitka [13].

Z praktického bBadiska znalasorigami operacii a origandisel umoznili zmenitvorbu
novych origami skladiek z metddy zaloZzenej na pokusoch a omyloch neesyaicky
postup vyuzivajuci vypgiovu techniku.

Pri skladani origami modelu bezZnec¢irmme <istym Stvorcom papiera.
Potrebujeme uit’ jeden alebo viac referémych bodov, spravidla (no nie nutne) na
hranach harku. Referémé body zvyajne rozdelia hranu na Ws®y v potrebnom
pomere v porovnani dikou hrany. Tieto body nasledne pouzijemelatie ohybanie
papiera.

Efektivnym prostriedkom najdenia refetegch bodov je napriklad program
Roberta Langa, zvany ReferenceFinder [10]. Prograen opiera o0 poznatky
0 zostrojiténosti origamicisiel / Uséiek pomocou Huzitovych — Hatoriho operacii.
Vstupom su suradnicelddaného referéného bodu a vystupom optimélny postup
ohybania harku papiera veduci k lokalizadiatlaného bodu.
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Tvar vysledného origami modelu je zakdédovany wjetahybovom vzore.
Ulohou origami navrharov je preto néjshodny zahybovy vzor a postup ohybania
veduci od zahyboveého vzoru k zelanému trojrozmernérigami modelu.

Velka v&Sina publikovanych origami modelov patri do triethkzvanych
plochych origami. Znamena to, Ze hotovy model mazodit’ do roviny (vlozt' medzi
listy knihy a knihu zavri®) bez pridaniafalSich zahybov. Najw&i zaujem je preto o
Stadium zahybovych vzorov zloZireych naplocho (,flat — foldable crease patterns*).
Zahybovy vzor je zlozitny naplocho, ak papier méZzeme posktadpod’a
definovanych zahybov tak, Ze vznikne sice mnohwawxst no planarny objekt.

Aby bol zahybovy vzor podkladom pre ploché origamiusi ma urité
vlastnosti. Tieto vlastnosti mozno zhtrndhruba nasledovne [12], [1], [14]:

1) Zahybovy vzor je dvoj — zafarbitey. Znamena to, Ze steny zahybového vzoru —
mnohouholniky vytvorené na liste papiera zahybmnezno vyfarbf dvomi
farbami tak, Ze Ziadne dve rovnako vyfarbené steegusedia, to jest nemaju

spolana hranu / zahyb.

Obr. 2 Dvoj — zafarbitePnost’ zahybového vzoru

Praméi: Robert Lang, Usenix Conference, Boston MA, Jud&0

2) Pre p@et zahybov zbiehajucich sa v jednom vrchole plati
M -V|=2 1)(

M je paiet zahybov typu hora (konvexné zahyby g paiet zahybov typu

udolie (konkavne zahyby).
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Obr. 3 Pcitanie zdhybov hora a Udolie

Pramei: Robert Lang, Usenix Conference, Boston MA, Jubg&0

3) Pre uhly medzi zahybmi zbiehajucimi sa v jednonhete plati

dYa= > @=18C (2

i parne i neparne

7 vz

Uhly okolo daného vrcholu suc¢islované bd v smere alebo proti smeru
hodinovych rdiciek.

Usenix Conference, Baston, MA
Juns, 2008

Obr. 4 Poéitanie uhlov okolo vrcholu

Pramdi: Robert Lang, Usenix Conference, Boston MA, Jio&0

4) Existuje funkcia usporiadania, ktoracuje poradie vrstiev v stohu na sebe

leZiacich stien zahybového vzoru v zloZzenom plochorigami tak, ze je
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splnend podmienka samoneprenikiintesti papiera. Realny papier je pri
ohybani nepreniknufay, kef'Ze nie je pripustné rezaniestrihanie papiera. Vo
vyslednom poskladanom origami sa teda jednotlivétvyr papiera moéZzu

navzajom dotyk& no nemdézu v zahyboch cez seba navzajom prénika

CCHO CFUCO
F C F C
Fym—— Fpr D
4 F 0
G
Cuuco CFFCO
!-' ¢ . F ¢ F
——" i
C " F Fs g
r;:{. s

Obr. 5 Schémy prijatd’nych usporiadani vrstiev

Praméi: Robert Lang, Usenix Conference, Boston MA, Jia&0

Spomenuté pravidla su vyuzité v algoritmoch sllZlama automatizaciu tvorby
novych origami modelov pomocou $tacov. Ve'a prace v danej oblasti vykonal

Robert Lang. Vysledok jeho Usilia predstavuje pangireeMaker

Vstupom programu'reeMakerje hranovo ohodnoteny graf — strom. Kazda hrana
stromu reprezentuje jedag’ tela planovanej figurky a ohodnotenie predstaaij&u
prisludnej hrany. Program potom, zhruba povedaagld§ hrane priradi kruh ditého
polomeru a tieto kruhy s prihliadnutim na Struktgrafu optimélne rozmiestni na dany
harok papiera. Kruhy nasledne vyplni zahybovymi r@dozvanymi ,molekula®.
.Molekula“ je zahybovy vzor v mnohouholniku, ktoomoziuje dany mnohouholnik
zlozit’ tak, Ze jeho pbvodné hrany vytvoria graf typu strd.ang naSiel algoritmus —
Luniverzalna molekula“ — ktory umdBje vytvori potrebny zahybovy vzor pre
'ubovd’ny mnohouholnik. Nakoniec, ako vystup prograimmeeMaker nakresli
zahybovy vzor pre pozadovanu origami figurku [145][

Algoritmy pouzité v programeTreeMaker nasli vyuzitie aj mimo oblasti

umeleckého origami — v inZinierskej praxi.
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2 Vyuzitie origami v praxi

Origami sa mdze zdaiba ako obyajné skladanie papiera, umenie pre umenie,
ktoré nema Ziadne vyuZzitie v praxi. Opak je vSakvdou. Ak sa totiz time ako lepSie
poskladé@ papier, dime sa zaroveako lepSie poskladamnoho inych veci. Poznatky
z geometrie ohybania a skladanie rbéznych materidfmd’a pravidiel origami
nachadzaju v poslednej dobe stale SirSie uplatramigeSeni problémov vznikajucich
v strojarstve, priemyselnom dizajne a technologieobecne. Algoritmy skladania sa
aplikuju na objekty, ktoré musia byicelne poskladané do malého priest@ruuz
natrvalo alebo iba @as transportu na potrebné miesto, kde su autoryatitiezp&ne
znovu otvorené. Korima lokalita méze k/vel'mi réznoroda, od obeznej drahy okolo

Zeme, cez miesto zrazky automobilov az po artéfiudskom tele.

2.1 Origami v strojarstve

Origami, alebo ohybané Struktury vSeobecne, sasledonoméase zéinaju vyuziva pri
konsStrukcii mostov, lodi, lietadiel a satelitov,toa v podobe jadier sendsdvych
Struktar. Existujuce klasické typy jadier pre seddve Struktury su penové/pevné jadro
(pouzivané v lodiach a lietadlach), jadro v tvakeleho plastu (lietadla, satelity),
tramové/priehradové jadro (budovy, mosty) @@ jadro.

Napriek tomu, Ze sendioavé komponenty s penovym jadrom boli UspeSne
vyuzité pri vyrobe vesmirnych lodi, previadajuciypam jadra pre letecky priemysel je
tvar Celieho plastu. Plastové jadra maju vynikajuci popwrnosti k vahe a ohybovéeho
modulu k vahe. NavySe su dizajnovo prisposobivgumevotriedne izoléné vlastnosti
aich vyroba je finafne vyhodna. Jadra tvarwelieho plastu vSak trpia niektorymi
nedostatkami, ktoré limituju ich vyuZitie v lietéadh prevazne na sekundarne Struktary.
Tieto nevyhody su, medzi inymi, zradit®g vo¢i narazom, ktoré moézu sposobi
odtrhnutie vrchnej vrstvy od jadra a problém hroerad vihkosti v uzavretych bunkach

sendvéovych jadier.

Vedci sa preto snazili ndjstvar jadra, ktory by tieto nedostatky odstranil.
RieSenim je skladané jadro. Skladané jadro jedzajerna Struktira podobna origami,
ktord sa vyraba ohnutim plochého zakladného méiedé trojrozmerného objektu.

Tento typ Struktiry sa vyhyba niektorym nevyhodamasivych jadier, p&iom
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zachovava ich vynikajuce mechanické vlastnosti.a@hé jadro rieSi problém
hromadenia vilhkosti tym, Ze predstavuje otvorenyikowy dizajn, ktory umaiuje
vetranie skladaného jadra. Zrafifie® vo¢i narazom je &sti vyrieSena
prispésobivogou geometrie elementarnych buniek skladaného jaalf@ouzitim
zakladnych materialov s vysokou absorpciou ener§idadané jadro sa da navyse
vyrobit’ finanéne vyhodnym spdsobom pouzitim plynulého procesu.

V procese vyroby sa d& potzimnozstvo zékladnych materidlov. Typickymi
zakladnymi materiadlmi su tenké kovové félie, plastddlie alebo Zivicou napustené
materialy zloZzené zo syntetickych alebo prirodnyiéikien, ktoré sa podobaju na papier
[16].

Obr. 6 Skladané jadro

Pramei: FISHER, Sebastian et. al.: Mechanical testsdtitfdore base material properties

2.2 Origami v automobilovom priemysle

DalSou z oblasti vyuZitia origami je vyvoj airbagdy automobilov a testovanie
ich bezpeéného poskladania. Technici sp&hosti Carhs potrebovali na §itaci presne
zdokumentovg, ako sa pri aktivacii rozvina Stvorcove, sféerickd&ruhové airbagy. Nez
vSak simulacia mohla vobeccad, bolo potrebné naprogramavairbag poskladany do
kompaktnej formy za pristrojovou doskou. PoZiagatito o pomoc ,origami experta“
Roberta Langa.

Zatia’ ¢o poskladanie realneho airbagu je pomerne jedn@luchtdi z neho
odstranf vSetok vzduch — simulovanie procesu zloZenia pasdge dos vel’ku vyzvu.
Airbag je v prvom rade potrebné Brako pevny objekt (akoby bol vyrobeny z karténu),
potom najs zahyby, potla ktorych sa sklada, a nakoniec ho poskiada malého

balicka.
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Ukédzalo sa, Ze problém najdenia zahybov na zleZemdjrozmerného
mnohostenu na plochy tvar nie je tak vzdialeny dwmhyl najdenia zahybov, ktoré
zmenia plochy harok papiera dalSi plochy tvar. To druhé je jednou zo zakladnych
tloh, ktord musia riesivsetci origami navrhari (zloziteos’ zahybového vzoru do

plochého tvaru).

V jednej z metdd p@itacoveho origami, ktora sa nazyymetoda stromu’; sa
vynara problém, k& potrebujete stiat skupinu mnohouholnikov tak, Ze ich rohy
ostanu zarovno jeden s druhym. V origami su vSetkyphouholniky¢ag’ou jediného
Stvorca papiera, ale tak isto by mohlitbgj stenami mnohostenu predstavujuceho
nafuknuty airbag. Ukazalo sa, Ze algoritmus, k&aynazyvauniverzalna molekula
sa da priamo aplikova na problém airbagov, pretoze poskytuje rieSeniep a
nasimulovd kolaps vékej skupiny dvojrozmernych Gtvarov.

Nemecka firma EASi Engenering zakomponovala algu# ,univerzalna
molekula“ do svojho simutamého programu a pouzila ho na nidko simulacii [17].
Pcatitate v Nemecku tak skladajua virtualne airbagy vytvérepomocou formdul
z origami softvéru Roberta Langa [4]. Zaujem o ladiu pravidiel origami pri

simulacii airbagov stéle pretrvava a vyskum tefimy pokrguje [17].

Obr. 7 Pcita¢ova simulacia nafiknutého airbagu

Pramei: <http://web.iitd.ac.in/~achawla/femesh.hn?4.11.2009

2.3 Origami vo vesmirnom vyskume

Origami mdZe takisto poméaozsir’ ndS poliad na vesmirEyeglass projekt

skupiny vedcov zLawrence Livermore National Laboratgrye vesmirny teleskop
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s predpokladanou 100 metrovou SoSovkou, ktory n@e40 krat vysSie rozliSenie ako
doteraz najvé&i Hubblov teleskop. Tento novy teleskop bude tingikima planéty
podobné Zemi okolo réalekych hviezd.

Eyeglassbude pouzivadifrakéné SoSovky — Mk sklenenu alebo plastova féliu
s presnymi ryhami, ktoré su strojovo vyryté nageyrchu [18]. Kazda ryha funguje
ako osobitny kus SoSovky, ktory susitge svetlo na okular [19]. Tenka plastova
SoSovka by pravdaZze nebolalve pevna alebo silnd na zemskom povrchu, ale na
obeZnej drahe okolo Zeme to nie je problém.

Ale ako ju dosté do vesmiru? Tie stovky metrov Stvorcovych plasidéée
bude treba poskladado kompaktnej formy a vloZido trubice, ktora ma v priemere 4
metre a je dlha 10 metrov [18]. SoSovku v3ak nermaqgiwskladé f'ubovd’ne, pretoze
by mohlo déjs k jej poSkodeniu. Bolo teda potrebné tajzor, poda ktorého sa da
posklad# bez poSkodenia. To pripomina origami.

KonsStrukcia podobna origami bolo vo vesmire uz med V 80tych rokoch
letel na japonskom satelite skladaci solarny pam&gdirovany origami, ktory navrhol
Korjo Miura. Aj ked’ sa Miurova konsStrukcia nedala priamo aplikovea Eyeglass
vedci sa domnievali, Ze mdzu existéviné origami Struktary, ktoré by mohli

vyhovovd'.

Preto poziadali o pomoc Langa. Potrebovali Struktiktora je stredovo
sumerna, da sa pomocou koného pétu zahybov posklada do kompaktnej
cylindrickej formy a umiestii do malého valca. Po tongo premysleli niektko
r6znych konfiguracii, sa tim dohodol na varianter& sa nazyvdazdnikovastruktira

pod’a svojej podobnosti so skladacim dazdnikom [20].
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Obr. 8 Prototyp EyeGlass s Robertom Langom v popred

Pramei: http://www.langorigami.com/science/eyeglass/e 424.11.2009

2.4 Origami v medicine

Origami nachadza svoje vyuzitie aj v medicine. Kéthke v podobstentu Stent
je elasticka trubicova Struktara, ktora sa da pedKl na baléek malych rozmerov. To
umoziuje dostd stentdo problematickyckasti tela a tam ho potom spatne rozvinu
[21]. Stent m6ze , napriklad spriechatnpchatu artériu, k& sa roztvori po prichode
na postihnuté miesto. Pas cesty krvnym rigStom musi by ale omnoho menSi aby
neuviazol na nevhodnom mieste. Testentsa sklada do kompaktného tvaru pouzitim
origami vzoru, ktory je zaloZzeny na modely nazvanmwdna bomba“ [22]. Vd'aka
pouzivaniustentusa vylepsilo li€enie roznych choréb [21].
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Obr. 9 Umiestnenie stentu v upchatej artérii

Prame: http://www.nhlbi.nih.gov/health/dci/Diseases/Andiagty/Angioplasty howdone.html
24.11.2009

2.5 DNA - origami

Nedavno bola vyvinuta metdéda, znama ako DNA — omigéktora umo#uje
definovanym spésobom ohytbadlhy DNA re&azec do Tubovdnych dvoj-
a trojrozmernych Struktar. DIhy DNA tazec je ohybany tam a spdokid’ rastrovacim
spbsobom nevyplni poZzadovany tvar. Poohybany déigizec je drzany v ohnutom
tvare vhodne zvolenymi kratkymiti@zcami.

Metéda DNA - origami bola pouzita na vytvorenie mgleemernych Struktar
ubovd’ného tvaru (Stvorce, trojuholniky, hviezdy, smajlikald.) Na ziskanej
dvojrozmernej Struktire sa daju cielene rozmigskratSie réazce, ¢im sa mozu
vytvara’ rozne obrazce [23]. Takato adresoVagedvojrozmerna DNA Struktira moze
byt pouzita ako leSenie (platforma), na ktorom sa dajéisne umiesttii kovové
nanadastice, uhlikové nanorarky, kremikové nanodrbtybaléné nanomaterialy¢o

otvara cestu k nanoelektronike [24].

Metodou DNA — origami boli vytvorené i trojrozmerrdruktary. Za zmienku
stoji trojrozmerna nanokratka. Krabtka sa da zavrie alebo otvori pridanim
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vhodnych chemickych latok. Takyto objekt m6Ze sl(gko nanokontajner na dopravu
liekov na potrebné miesto v organizme, ako sergar,si@as’ molekularneho potata,
a podobne [25].

t T

Obr. 10 DNA — origami v podobe nanokrabéky

Pramei: http://www.origamisources.com/origami_sightingsescie.htm24.11.2009
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3 Origami v pedagogike

Niektori witelia matematiky uz dlhSie vyuZivaju origami natraktivnenie
a ozivenie svojich prednasak cviceni. Existuje dostatok literatary, gaic klasickou
pracouGeometric Exercises in Paper Foldiig Sundara Rowa [9], cez, povedzme,
Olsonovu publikaciu Mathematics Through Paper Folding28], po nedavno
publikovana knihu T. Hull@roject Origami: Activities for Exploring Mathemesi[1],
ktora sa venuje skladaniu papiera ako nastroju yi@ovanie matematiky. Je na
jednotlivych pedagogocki a akym spo6sobom dany material pouzija.

Pri ,vykladovo* orientovanom pristupe k v§ovaniu mozno skladanim papiera
néazorne ilustrovaStandardné pojmy a vysledky Skolskej geometrienAfriklad Ziaci
vidia witela poskladé papierovy trojuholnik na ollighik s rozmermi polovica
zakladne krat polovica vysky (Obr. 11), veta étsuvnutornych uhlov trojuholnika

bude pre nich @vidné a obsah trojuholnik@hko vypdaitate’ny.

Cr

Obr. 11 ZloZenie trojuholnika na obdznik

Didakticky potencial origami sa vSak naplno prejgvi ,objavited’'skom” Style
vyucovania. V takom pripade su aktivni Studenti¢deli posobi viac-menej iba ako
poradca. Tu mdze poskladany kus papiera predstévexaerimentalne laboratérium*
[1] kde si Studenti rozvijaju tvorivésci pestuju schopndsklag’ spravne otazky
a ada” odpovede.
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Ako sme zistili, dostupna literatira obsahujelkye pocet cviceni a aktivit
vhodnych pre rézne stupne 3kél, od z&kladnych ok€. Je vSak takmer isté, Ze
konkrétna pozadovana téma nie je v literatire W@toa ,kompletne spracovana“.
Zvycéajne je potrebnéerpa’ z viacerych zdrojov a ziskany material prisposaiojim
potrebam a predstavam.

Uvadzame niektoré z Vkého pdétu zozbieranych nametov. S prihliadnutim na
odporanu literatdru, vybrali sme témy z knihy T. Hulld].[ Ich obsah sme&asto
doplnili a rozSirili materidlom =z inych zdrojov. Bk konzistentnosti vykladu
a kompatibilite jednotlivychtasti bolo potom nutné nielen modifikavanatematicku
analyzu podavanu prislusnymi publikaciami, no \ktoeych pripadoch ju aj doplhio
originalny rozbor. Tyka sa to hlavne pasézi venguhnrieSeniu kvadratickefi
kubickej rovnice metédou origami, v malej miereztiEujimotovej metdédy delenia

hrany papiera néasti.

3.1 KonsStrukcia paraboly skladanim papiera

Pozrieme sa doOkladnejSie na piatu Huzitovu — Hatoroperaciu/ axiomu.
Obsahuje tvrdenie, Ze za istych podmienok vieményed ohnutim papiera polaZi
jeden existujaci bodF na existujuci zahyll a druhym existujucim bodor@ prelozt
novo vytvoreny zahyli. Aby sme dosli ku geometrickej interpretacii te@iperacie,
zatneme s jednoduchSou ulohou. Pozrieme sa najpforki vedie ohnutie papiera, pri
ktorom dany bod’ahne na dany zahyb. Pri rozbore tejto situacie imede hlavnych

rysoch sledoviakapitolu ,Activity 4: Folding a Parabola“ z knihly.Hulla[1].

Vezmime harok papiera a ozimae nainom jeden bod. Potom ohnime papier tak, ze
ozna&eny bodTlahne na dolnG hranu papiera a vytvorme zahyb. Openrdackrat
opakujeme, ptiom ozngeny bodlahne vzdy na iny bod dolnej hrany. Dostaneme
mnoZinu zahybov, ni® ako Obr. 12. Plocha ,obalend” zdhybmi zhruba qripna

vnutro paraboly.
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Obr. 12 Parabola 1

Kvoli overeniu nukajucej sa hypotézy, Ze opisovapéracia ma ni® spol@né

s parabolou, urobime niekm jednoduchych konstrukcii.

3.1.1 Konstrukcia

Vezmime harok papiera. Ako bdel ozn&me 'avy horny vrchol hérku, akd

ozna&me priamku obsahujucu dolnd vodorovna hranu pagg@ba. 13).

Obr. 13 Parabola 2

Zlozme papier tak, aby vznikol zahyb kolmy na priamkud. Priesénik zahybu

s a priamkyd ozn&me ako bods (Obr. 14).
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Obr. 14 Parabola 3
LCavy horny vrchol papiera premiestnime tak, aby WodeZzal na bodeSa papier
zlozme. Vznikne zahyl. Ked’Ze pri preloZeni kladieme jedrias’ papiera na druhu
a bodF polozime na bod, je jasné, Ze vSetky body na zhybovigre budi rovnako
vzdialené odF aS Zahybt je teda osou Usky FS. Priesénik zahybut a zahybu
sozna&me ako bod (Obr. 15).

/

d S
Obr. 15 Parabola 4

KedZe zahyht je osou Usi&y FS, bodP leziaci nat m& rovnakl vzdialenésod
boduF (velkos’ Uuse&ky PF) ako od boduS (velkos’ use&ky PS. KedZe zahybs je
kolmy na priamkud, je vzdialenog boduP od boduSzarove jeho vzdialena®u od
priamky d. Opisant operaciu mdézeme mnohokrat zopakavaymi zahybmi s

kolmymi na priamkud (Obr. 16).
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Obr. 16 Parabola 5
Dostaneme tak V&y pcocet réznych bodovP', ktoré vSak maju spaotau viastnos:

kazdy jeden z nich méa rovnaku vzdialefhod danej priamky ako od daného bodtu

Mnozina vSetkych bodov roviny, ktoré maja rovnak&lialenosti od danej
priamkyd a od daného bods, pricom F neleZi nal, tvori poda definicie krivku zvanu
parabola [26]. BodF je ohniskom paraboly a priamkgej riadiacou priamkou.

Zahyb t je osou Us&ky FS ateda aj osou sumernosti rovnoramenného
trojuholnika A FPS, kde bodP leZi nat (Obr. 15). Ké'Ze priamkat prechadza bodom
P paraboly a stasne rozptuje uhol [0 FPS, je doty¥nicou danej paraboly v bode
Vyplyva to z faktu, Ze priamkaprechadzajuca bodom paraboly je dot§nicou v bode
P prave vtedy, ak rozpd'uje vonkajSi uhol sprievogthv dotykového bodWP [26].

V naSom pripade je vonkajSim uhlom sprievodiuhol O FPS.

Bod P paraboly leZiaci na dotpici t je rovnako vzdialeny od ohniska
a riadiacej priamkyd. Pozrime sa na iny bod leZiaci na dotigi t, povedzme bod
(Obr. 17).
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Obr. 17 Parabola 6

Ked’Ze bodQ lezi na osi us&ky FS, je rovnako vzdialeny od boduako od bodis. No
jeho vzdialenasod priamkyd (velkos’ us€ky QR) je menSia ako vzdialendsd bodu

S ked’Ze odvesna pravouhlého trojuholni&®RS je vzdy kratSia ako jeho prepona.

Okrem dotykoveho bod® su teda vSetky ostatné body dotige t blizSie
k riadiacej priamke paraboly ako k jej ohnisku. ¥§e body dotgnice, okrem
dotykového bodu, su preto vonkajSimi bodmi parabj@§]. Hovorime potom, Ze
dotycnice ,,obd&uju” parabolu. Tato skutmos’ mozno vyu na trochu int konstrukciu
paraboly pomocou skladania papiera, kde sa zaolkidssu zahybows kolmych na

priamkud. Ide o konStrukciu, ktorl sme uz spominali v Gvtaj kapitoly.

Dolnt vodorovnu hranu papiera ap@ézna&ime akod. Vo vnutri papiera si
ozna&ime bodF. Papier zloZime tak, aby bde lezal na hranel. Prislusny zahyb
predstavuje dotynicu k parabole s ohniskorfr a riadiacou priamkowd. Operaciu
velakrat opakujeme, pgiom bodF leZi vzdy na inom bode hrardy Vytvorime takto

mnozinu dotynic, ktoré ,,ob&uju” parabolu (Obr. 18).
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Obr. 18 Parabola 7

Pri praktickej realizacii tejto konstrukcie je vythwejSie prehykapapier hranou k bodu

F neZ opane.

3.1.2 Simulacia skladania papiera

Uzitocnym doplinkom skuténého skladania papiera méze’ lmpodelovanie tejto

¢innosti na peoitaéi pomocou vhodného softvéru. Je pritom potrebnéhaglea

z euklidovskej interpretacie jednotlivych operaaipostupov, ktoré sa pri skladani
papiera pouzivaju, to znamena pdudnalogické konStrukcie pomocou pravitka
a kruzidla. Zohnutiu papiera tak, aby zahyb prezhbddvoma danymi bodmi
zodpoveda prelozenie priamky tymito dvoma bodmhradie papiera tak, aby dany
bod A rahol na dany bo8 predstavuje zostrojenie osi dkg AB; zohnutiu papiera tak,
aby dany zahylal'ahol na dany zdhyb zodpoveda zostrojenie osi uhla zvieraného

priamkamia ab, a podobne.

Vhodnym programom na modelovanie skladania papersoftvér GeoGebra
[Priloha A].

Pri simulécii konstrukcie paraboly v GeoGebre ppsjeme nasledovne:
(1) Zostrojime priamku a nazvemedu(tato priamka predstavuje hranu papiera)
(2) Zvolime bod mimal a nazveme hb
(3) Zvolime bod nal a nazveme h8
(4) Vyberieme prika®Ds Us€ky a ozngime bodyF a S, vzniknutl os nazvente
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[ GeoGebra =181

Sibor Upravy Vzhlad Nastavenia Néstroje Okno Napoveda

AL =e]o)] <)== + | Pohyb 1
=Volné objekty X

A = (-2.64, -2.46)

B =(13, -4.2)

-F = (5.92, 0.74)
= Zavislé objekty

+§ = (10.87, -3.96)

-d: 1.74x + 15.64y = -43.07

°t: -4.95x + 4.7y = -49.17

2Vstup: Ei’Prikaz Ll

Wistart| @ @ (3 1 A vocal Commander 7,025 .. |[ 7 GeoGebra 1 geogsbrazimp-pant | (5] parabols.doc - Merosoft .| @l [oc@usoE Mo v

Obr. 19 Zadiatok simulacie v programe GeoGebra

Os useéky, ktora vznikne, predstavuje nas zahy®pakovéd mbézeme viackrat.

@iceoceira e
Subor Upravy Vzhlad Nastavenia Néstroje Okno Napoveda
] el B efe] 4] ] -|[#] Posunutie nakresne 2

=Volné objekty
A =(-3.98, -1.42)
B =(11.92, -2.7)
*F = (7.04, 1.92)
wZavislé objekty
2C = (9.7, -2.52)
»D = (8.56, -2.43)
» 8 = (11.72, -2.68)
>a: -2.66x + 4.44y = -23.55
b: -1.52x + 4.35y = -12.94
d: 1.28x + 15.9y = -27.67
>t: -4.68x + 4.6y = -45.63

@\stup: EIﬂlPrl’kaz ﬂ

Bstan| @ @ (2 B 1 rotal commander 7,022 .. | ¢ Geosebra | B[0@un2eE 10 no

Obr. 20 Simulacia v programe GeoGebra s viaceryminmamkami
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Urobit’ viac priamok naraz umaije prikazStopa zapnuta Potom pohybujme bodom
Stam a sp@pod. Vznikne utvar podobny ako na Obr. 21

=

77 ///

Obr. 21 Hotova parabola vytvorena v GeoGebre

3.1.3 Analytické vyjadrenie

Aby sme opisali uvazované geometrické objekty pieditami algebry,
pouzijeme Descartovu suradnicovi metédu. Harok grappovaZzujeme za &g’
nekonénej euklidovskej roviny. Ak je dany bo# a priamkad, mbéZzeme zavi€'s
kartézsku suradnicovl sustavu tak, aby priamikaola rovnobezna s osoua bodF
lezal na osy. Nech st z&atok suradnicovej sustavy &#ové jednotky zvolené tak, Ze
bodF ma suradnice [0, 1] a priamklpopisuje rovnicay +1=0. Kazdému bodu roviny

mozno priradi prave jednu usporiadanu dvoji¢isel [x, y] - jeho suradnice.

Papier zohneme tak, Ze bé&dlahne na bodsna priamked. Nech bodSma
saradnice [u,-1], kde uje reéalnecislo. Priamka prechadzajiica bodri=[01] a
S:[u,—l] je popisovana rovnicou

2x+uy-u=0. 3)(
Zahyb t, ktory vznikne preloZzenim bodd na bodS bude kolmy na priamkiéS
VSeobecna rovnica priamky kolmej na priamku (3)twad [27]

ux-2y+C=0. (4)
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C je 'ubovdné realnecislo. Zahybt je vSak aj osou Usky FS teda prechadza jej

stredom, bodonﬁu/z,o]. Rovnica zahybtipotom bude
1.
ux—2y—§u =0. (5)

Ide o parametrickl rovnicu. Parametefe ukovany polohou bodus priamky d, na
ktory silahne bod- pri ohnuti papiera.

Ako bolo ukadzané vysSie, takto vytvoreny zahyb ptadije dotynicu paraboly
s ohniskom F ariadiacou priamkoud. Ukazali sme tiez, Zze datyice (zahyby)
prechadzaju len tymi bodmi roviny, ktorych vzdiadahod ohniska je rovnaka alebo

sy Wt

blizSie k ohnisku ako k riadiacej priamke (v naSpnipade napriklad body kladnej
polosi osiy). Takymito bodmi neprechadza Ziadna dotga, teda lezia vo vnutri
oblasti ,ob&ovanej* dotgnicami. Suradnice tychto bodov nésgju Ziadnu z rovnic

dotyenice (5). Ulohou je néfstieto body.

Ak bod [x, y] leZi na dotynici, jeho suradnice $ipaja rovnicu dotynice (5), teda
1
ux—-2y—-—u®=0
y 2

pre nejak&islou. Rovnicu (5) trochu upravime.

- 2ux+4y+u®=0

(U-x)> -x2 +4y=0

(u-x)*=x* -4y (6)
Ak x*-4y<0, rovnica (6) je v mnozZine realnyatisel neriedittna pretoze druha
mocnina reélnehdisla je nezaporna. To jest, nembézemethajadnu trojicu realnych
¢iselx, y, u ktoré by spiali rovnicu (6) a podmienkw? <4y . Ak teda suradnice bodu
splhaju podmienku

2

X
y>7 : (7

neexistuje donica (5), ktora by tymto bodom prechadzala. Bodashadza v oblasti
.obalovanej“ dotgnicami.

Hranica dotyniciam ,nedostupnej” oblasti je dana rovnicou
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¢o predstavuje rovnicu nasej paraboly.

3.1.4 RieSenie kvadratickej rovnice

Teraz sa mbézeme vrétk piatej Huzitovej — Hatoriho axidme. Vidime, Z#a
operacia prelozi danym bodo@ zahybt tak, Ze tento zahyb je &sne dotynicou
paraboly definovanej ohniskof a riadiacou priamkod. N4jg’ zahybt algebraickymi
prostriedkami vyZaduje vyrigSi kvadraticki rovnicu (napriklad néjshodnotu
parametrau, pre ktor( suradnice bod@ spiaju rovnicu (5)). To ale znamena, Ze
operacia opisovana axiomou 5 vlastne nachadzanresstitej kvadratickej rovnice

konstruktivnou cestou.

Nez uvedieme priklad ,origami* metddy rieSenia knzdtkej rovnice, su potrebné
urcité pripravné kroky, aby snfahSie pochopili pr&® a ako dana metoda funguje.

Nech je dana parabolay=ax’+b, priamka y=kx+| a bod G:[m, n].
PoZadujeme, aby dana priamka prechadzala bo@ormusi preto plati n=km+I.
Rovnica priamky prechadzajlicej bod@rpotom bude:

y=kx+(n—km). (9)
Dalej pozadujeme, aby dana priamka boléastie aj dot§nicou paraboly, to jest mala
s parabolou spotmy bod [x,, y,]. Plati teday, =kx, +(n—km) a sasney, =ax? +b.
Odtia’

axZ +b=kx, +(n-km) (10)
a po uprave
k) (k) 1
-—— | =| =] +=(nh-km-b). 11
[xo ZaJ (Zaj ~(n=km-b) (11)

Bod dotyku je jedinym spotmym bodom paraboly a jej datyice, existuje teda len
jedina reélna saradnicg,. Aby to tak bolo, prava strana rovnice (11) mugi tovna

nule. Smernick dotyénicet musi teda dpat’ kvadraticku rovnicu

k? —4amk+4a(n—b)=0. (12)
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Skér nez so smernicou (tangensom smerového uhlgrdes) potrebujeme praco¥a
s dzkami Useiek.
Pre parabolu zadani rovnicoy=ax’+b lezi ohnisko na osy a riadiaca

priamka je rovnobezna s osou Z predchadzajuceho vieme, Ze dwoigat je osou
useky FS kde F je ohnisko paraboly a bofje bodom riadiacej priamky, na ktora
'ahne ohnisko pri tvorbe ddtyice (zahybu} ohybanim papiera.

Nech je smerovy uhat dotyénicet mensi ako pravy uhol (Obr. 22).

yi
- t
C
A B
///'w. S d
a -
o / X

Obr. 22 Kvadraticka rovnica 1

Z podobnosti pravouhlych trojuholnikadSCBa ASAF potom vyplyva rovnas uhlu
a a uhluOOFS. Ked'ze k=tga , potom

K= vzdialenos Sod y
vzdialenoé Fod d -

(13)
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Obr. 23 Kvadraticka rovnica 2

...

tga =—tg(7-a), dostaneme

K= vzd_lalenoé Sody . (24)
vzdialenos F odd

Ak bude vzdialenasohniskaF paraboly od jej riadiacej priamky jednotkova,
hodnota smernick doty¢nicet budec¢o do vékosti i znamienka rovngovej suradnici

boduSriadiacej priamky, na ktory $ahne ohnisko pri tvorbe datyicet.

Nech je riadiaca priamka priamo osoa ohnisko ma stradnid®,1]. Koeficienty
v rovnici paraboly potom bud@a=b=1/2. Kvadraticka rovnica (12) pre smernicu
dotynice (a teda aj pre-ovi suradnicu bod®) nadobudne tvak? -2mk+2n-1= .0

Ak poloZzimem=p/2 a n=(q+1)/2, dostaneme
k2 - pk+q=0. 15§
Takto vybrany bod G=[p/2,(q +1)/2], ktorym musi prechadga dotynica t,
predstavuje stred tdey FM, kde F =[01] a M =[p,q].
Tieto Uvahy nas priamo priviedli k metode rieSem@vnice (15), ktora
publikoval napriklad A.T. Olson [28].
Majme rovnicu x* - px+qg= Q p aqg su realne¢isla. Ak v3ak chceme By

puritani a riedi rovnicu cisto prostriedkami origami, koeficientp aq musia by
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Lorigami ¢isla“, aby sme ich mohli zostrgjia vynies na osi¢isto ohybanim papiera.
Na papieri zav#me kartézsku suradnicovu sustavu séiatkom 0 a zostrojme body
M =[p,q] a F=[01]. Zlozme papier tak, aby z&hyb prechadzal bokthaF. Potom
zloZzme papier tak, Ze bad 'ahne na bo#, ¢im ngjdeme stred U8y MF. Tento stred
ozna&ime ako bods. Teraz papier zloZzime tak, Ze bBd’ahne nax-ovl os a stasne
vytvoreny zahyl prechadza bodo@ (Obr. 24).

y t M
G
=
O S X

Obr. 24 Kvadraticka rovnica 3

Ak rovnica x* — px+g= 0 ma dva rézne realne korene, podari sa nam’ ol rozne
body osix, na ktoré mozno ohnutim papiera umiestmod F tak, Ze vytvoreny zahyb
sitasne prechadza bodo& Ak tieto dva body si5aS’, potom ichx-ové suradnice

predstavuju korene rovniée do veékosti i znamienka (Obr. 25).

@) /éS' X

Obr. 25 Kvadraticka rovnica 4
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Ak mé rovnicax® - px+q= 0dvojnasobny realny kotie ndjdeme jeden bo8
Ak dana rovnica nema realne korene, nepodari sazogtnojt’ Ziaden bods. V takom

pripade je totiz vigkos” Us&ky FG mensSia ako vzdialent$®oduG od osix.

Prakticky sme si vysk(3ali rieSenie rovniog -3x+2= . Pa ,jednotkov
useku” sme vybrali Gs&u dlha 20 mm. Nasli sme dva body, a S, sx-ovymi

stradnicami 20,5 mm a 39,5 mm. Pri ,jednotkigkg* zodpovedajicej 20 mm to
predstavuje korene 1,025 a 1,975. Presné korewde\&nej rovnice su 1 a 2. VysSiu
presnos by bolo moZzné dosiahripyak by sa zvolila dlhSia ,jednotkova @ka“.

3.2 RieSenie kubickej rovnice ohybanim papiera

Ak predpokladame, Ze vSetky zahyby su priame & Z#oyolené urolfinaraz (to
jest vijednom kroku) len jeden zahyb, potom operdopisovana axibmou 6 je
najzlozitejSia mozna operacia (v zmysle najvysSistuma rovnice, ktoru je operacia
schopné vo vieobecnosti vyrid3i].

Majme harok papiera, naom dva rozne zahyby, g a dva rézne body, G,
neleziace na Ziadnom zo zahybov. Urobime operégisovanu 6. axiomou. Ohneme
papier tak, Ze bodF Tahne na zahylf as@asne bodG rahne na zahyhg.
Predpokladame, Ze body a zahyby su dané tak, deofracia je mozna. Ohnutim
papiera vznikne zahyb Z predchadzajuceho vieme, Ze ohnutie papier&tprom bod
F rahne na zahylh, vytvori novy zahyb, ktory je dopicou paraboly s ohniskor
a riadiacou priamkod. Vzh'adom na tuto skutmos’ mdéZzeme axiomu 6 geometricky

interpretové nasledovne:

Dané su dve paraboly definované svojimi ohniskamiadiacimi priamkami.

Potom mbzZzeme zostréjich spol@nu dotygnicu, ak tato dot§nica existuje.

Venujme sa problému spdiaej dotynice dvoch parabol. Pri rieSeni kvadratickej
rovnice sa nam osveéith parabola s osoxiako riadiacou priamkou a ohniskom naypsi
v jednotkovej vzdialenosti od riadiacej priamky.ni@ vyber ndm umoznil previés
smernicu dotynice k parabole na Vkos’ a orientaciu zostrojenej Gdgy, ¢o je 'ahSie
meraté&na veltina. Modifikujeme preto postup bezne prezentovandievatire [13],

[1], to jest vyberame iné paraboly.
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Prva parabolu vyberieme v tvare popisovanom rouniodzz(y—il/z). Druhu
parabolu vyberieme s horizontalnou osou, Vtvare isaManom rovnicou
[y—(q+1)/2]2:2px. Spol@&na doty¥nicu tychto parabol ladame v tvarey=kx+I .
Nech sa tato priamka dotyka prvej paraboly v b([)x{eyl]. Potom platiy, =kx, +|
a skasnex? =2(y, —1/2). Odtia mamex? =2(kx, +1 -1/2). Po Gprave dostaneme

(x,—k)*=k?+21 -1 (16)

Pre danéd al je dotykovy bod jediny. Aby to tak bolk,al musia vyhovovérovnici

k2+21-1=0 (17)

Druhej paraboly nech sa ddéhica dotyka v bode[xz, yz]. Plati teday, =kx, +I
a sikasne [y, —(q+1)/2]* =2px,. Odtia [y, -(q+1)/2]*=2p(y, -1)/k. Po Gpravéach
dostaneme:
[yz —Q_*l—_pjz :(sz +P(g+1)-21P (18)
2 Kk k k k
Pre dand, | je dotykovy bod jediny. Aby to tak bol&,al musia vyhovovérovnici

p+k(g+1)-2k =0 (19)
Z rovnice (17) vyjadrimel2a dosadime do (19). Dostaneme

p+gk+k®=0 (20)
Vidime, Ze smernick spolanej dotynicet je rieSenim kubickej rovnice.

OhniskoF parabolyx?=2(y-1/2) ma saradniceEO,l] a riadiacou priamkotije
osx. OhniskoG paraboly[y-(q+1)/2]* =2px ma stradnicép/2,(q+1)/2] a riadiacou
priamkou g je priamka x=-p/2. To vedie k nasledujucej metéde rieSenia rovnice
p+ax+x3=0.

Majme héarok papiera. Zadene kartézsky suradnicovy systém a zostrojme body
F :[0,1], M :[p,q] a N :[— p,q]. Ohneme papier tak, Ze vytvorime zahyb

prechadzajuci bodmir aM . Potom ohneme papier tak, Zze bed’ahne na bod\.

Najdeme tak stred U8¢y FM a ozné&ime ho ako bodG. Bod G ma suradnice
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[p/2,(q+1)/2]. Analogicky zostrojime ugku FN a najdeme jej stred. Ohneme papier
tak, Zze vytvorime zahyfy kolmy na osx a prechadzajuci stredom dkg FN. Zahybg
reprezentuje priamku dana rovnicour p/2=0. Takto sme zostrojili ohniskd&( G)

a riadiace priamky (og, zahybg) dvoch parabol. Teraz urobime operaciu opisovanu
axiomou 6. Ohneme papier tak, Ze bothhne na og a s&¢asne bods 'ahne na zahyb

g. Vytvorime tym novy zahylh. x-ova suradnica bod8, na ktory si’ahne bodF pri
vytvarani zahybu, predstavuje Fadany koré rovnice p+gx+x®= Q Podari sa nam

zostrojt’ jeden, dva alebo tri zAhyhtyv zavislosti od toho, Ko reélnych korgov

konkrétna kubicka rovnica ma.

Metddu sme si overili rieSenim rovni@e 2x+ x> = . Pri zvolenej ,jednotkovej

usetke* dizky 20 mm sme dostali ako rie$enie dkaedizky 21 mm, nachadzajlcu sa na
zapornej poloosk. Ako korei rovnice nam teda vy3ldislo -1,05. Studovana rovnica
ma jediny presny realny katgea to -1.

3.3 Delenie Use €ky na €asti

Existuje niekdko operécii, ktoré su potrebné pre praktické paktée origami
modelov i pre rieSenie r6znych teoretickych prolm@&mJednou z takychto dloh je
rozdelt’ harok papiera (popripade jeho hramiej ¢ag’) nan rovnakychcasti. J&’ahké
zlozit' papier na polovice, Stvrtiny, osminy, vSeobecnehaovnakych¢asti. Rozdeti
papier na neparny pet zhodnyckasti (tretiny, patiny,...) je trochu tvrdSi orieSok

Presnému rozdeleniu Stvorca papiera na nepantst povnakychtasti sa venuje
kapitolaActivity 3: Dividing a length into equal Nths exagdtnihy [1]. Existuje viacero

postupov ako ciedosiahnti. V danej kapitole sa Zana nasledujucou metodou.
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Obr. 26 Delenie Stvorca na neparny pé&et zhodnychéasti

Vezmime Stvorec papiera. Hranu $tvorca povaZujmiedaotku dzky. Papier
zlozme tak, Ze vznikne zvisly zahyb vo vzdialendstn od pravej zvislej strany
Stvorca. Vytvoreny zahyb deli Stvorec na dvaidbiky. Vytvorme zahyb spajajutavy
dolny roh Stvorca s jeho pravym hornym rohom, &i jg/tvorime uhlopriéku Stvorca.
Dalej vytvorme zahyb spéjajudiavy horny roh pravého ofithika s jeho pravym
dolnym rohom, to jest vytvorime uhloptles pravého obidnika. Uhloprigky Stvorca
a obdZnika sa pretinaju vo vzdialenogyi(m+1) od pravej strany Stvorca. Priéaé&
uhlopriggok nam poskytuje referény bod potrebny na prislusné rozdelenie Stvorca.

Geometricky i analyticky dokaz tejto skatmsti su podané v spominanej kapitole.

Ak teda vieme rozdalihranu Stvorca na rovnakychc¢asti, vieme ju rozdeli
i na n+1 rovnakych¢asti. V istom zmysle je tato metdda rekurentna.

Iny popularny spbésob delenia hrany papiera (aledqmgoovej pasky a pod.) na
neparny péet zhodnyckasti, zvany Fujimotova aproxirfr@a metdda, je prezentovany
v kapitole Activity 2: Dividing a length into equal Nths: Fojoto approximationide
0 metddu sice pribliznd, no dost&ate presna, flexibilna a rychlu.

Majme harok papiera. Horna vodorovnu hranu berieke Uséku jednotkovej
dizky, ktord mame rozdelinapriklad na parovnakychéasti.avy horny roh oznane

ako bodL, pravy horny roh ak®. Zostrojme Startovaci bo8, odhadom vymedzujuci
vzdialenog jedna pétina od bodu. KedZe ide o odhad, nech Rkesti prislusnych

tseiek sl |LS,|=1/5+E a|S,P|=4/5-E. E je nepresnas s ktorou sme jednu péatinu
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odhadli. ZIozenim papiera najdeme stredkgeS,P a oznaime ho ako bods,. Mame
|S\P|=2/5-E/2. Teraz najdeme stred @kg SP a ozn&ime ho ako bodS,. Mame
|S,P|=1/5-E/4. ,Patinova“ Giséka sa ocitla na pravej strane papieraldva od nej je
useka veakosti (4/5+ E/4). V d’alSom kroku najdeme stred dkg LS, a ozndgime ho
ako bodS;. Plati|LS,|=2/5+E/8. Nakoniec najdeme stred ékg LS, a ozndime ho

ako bodsS, . Plati|LS,|=1/5+E/16.

L SO P
\ |
| ‘Sl
\ \ \82
——— |
83\ \ |
84\ [ |
e —"—
\ \ |
L S4 P

Obr. 27 Fujimotova metdda delenia Uséky na patiny

Ak sme mali gastie a jednu patinu sme odhadli presne, Bpd’ahne na bod
S,. Zvyéajne su v3ak bodys, a S, navzajom rozne. Uska LS, predstavuje ova
lepSiu realizaciu ,patinovej” Usky ako uséka LS,. Ak vSak eSte nie sme s prestms
spokojni, mézeme cely cyklus zopakéyatartujuc teraz s G8kou LS,. Po druhom
cykle dostaneme Useu dzky (1/5+E/256), po treéom (1/5+E/4096, po n-tom
(]/5+ E/16“). S rasticimm dizka zostrojenej Ggky rychlo konverguje k jednej pétine.

Fujimotovu metodu si mézZzeme nazorne predstakio postupné predlZovanie
a skracovanie usky LS postvanim znky (zahybu)S vymedzuijlcej jej ttku doprava
alebo ddiava podla presne danych pravidiel, az kym &lse nedosiahne pozadovanu
vel’kos'. Nova poloha zni&ky (novy zahyb) je path predpisu vzdy v strede medzi
starou polohou a pravym alelfavym okrajom papiera. Pri posune &a doprava

dizka sledovanej Ggky narastie z hodnotyna (1+I)/2, pri posune diiava poklesne na
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1/2. V tejto situacii je vyhodné pouzipre zépis tkky Gseky dvojkovl ststavu. Ak
totiz povodna vEkost Useky je (0,abc...),, velkos' predzenej tseky (1+1)/2 bude
(01abc...), avekos skratenej Gsdy 1/2 bude (0,0abc...),. Vytvorenie nového

zéhybu v stredd’avej alebo pravefasti papiera atakto realizované skratenie alebo
predZenie sledovanej G8ey sa ukazuje ekvivalentnym vsunutislice 0 alebo 1 na
zaviatok (hnel’ za desatinndiarku) binarneho zapisu povodnédykly Useky.

Konkrétne, pri hore opisanej metdde delenia papiarpatiny, sledovana ika
. 1(1(1 1 s ,
LS nadobudne iku |LS4|=§[§[§(1+§(1+|LSO|)DJ. Ak velkos® Usgky LS, je

(0,ijk ...),, potom vékost Useky LS, je (0,0014jk...),. Po druhom cykle dostaneme
Useku LS, s vekostou (0,001D0011jk ...),. Vidime, Ze pri opakovani cyklovizka
vyslednej Usé&ky konverguje Kislu (O, OOlI)OlI)Oll..)2 :(O, 001])2. Vodorovn&iara

nad ¢islicami znamena periodické opakovanie. Prevedesisia (0,00_1])2 do
desiatkovej sustavy dostanerys. Vidime, Ze pouZitd postuprio&rokov skuténe
v limite vedie k Gsé&ke dzky 1/5 nezavisle od toho, ako presne sme vybrali Staciava
aseku.

Postupnos krokov, teda predpis ktordas’ papiera, prava alebkava, v danom

kroku rozpolime, a nie vyber Startovacej dkse jednoznane ukuje paet ¢asti, na
ktoré papier rozdelime.

Cyklus, pozostavajuci z dvoch krokov, rozpoltenaprv pravej a potontiavej
casti papiera, vedie v limite dslu (0,0_1)2, ¢0 je 1/3. Dany postup skutme vedie
k rozdeleniu papiera na tretiny.

A naopak, binarny zapis pozadovanej hodnoty relajidzky Gse&ky nam uki
postupnog krokov potrebnych na ,pozohynanie danej dlse Napriklad, binarny

zapis 17 je (O,ﬁ])z. To znamend, Ze po zadani Startovacefkys® jednom cykle
najprv raz rozpolime prawag’ papiera a potom dvakréava.

Po zvladnuti delenia harku papiera narovnakych ¢asti mozno pristapgi

k zloZitejSim deleniam. VActivity 5: Can Origami Trisect an Anglé?ullovej knihy [1]

sa vysveliuje, ako rozdefi stranu Stvorca na dw&asti, pomer tfok ktorych jei/i.
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Této konStrukcia je ekvivalentna vyrieSeniu klasjckilohy zdvojenia kockygo je
problém nerieSity pouzitim pravitka a kruzidla.

Stvorec papiera rozdelime horizontalnymi zahybeninetiny. Potom pouZijeme
operaciu (axiomu) 6. Zohneme papier tak, ze prastpydroh Stvorca’ahne nalavu
stranu Stvorca a 8asne priesmik pravej strany a dolného horizontalneho zahybu
ahne na horny horizontalny zahyb. Mozno ukazae bodrlavej strany Stvorca, na

ktory pri takejto operécifahne pravy dolny vrchol Stvorca, deli danu straworga na

dvecasti v pomere 1 k§/2.
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Zaver

Ak za vytvorenim zahybu na kuse papiera vidimeragstie priamky, ziskavame
zaujimavy nastroj objavovania a efektivny spoésolnateStrovania geometrickych
pojmov a vrahov. Skladanie papiera mézeme potom pbuEko pomaocku pri
prednaskach a aséniach z geometrie a s istou mierou fantazie avwwsti ndm poslizi
I pri vyucbe algebry, analyz§ inych matematickych disciplin.

Ciel'om bakalarskej prace bolo zoznémea s matematikou spojenou s origami a
zhromad’ovat’ didakticky vyuZitdné namety a priklady spajajuce skladanie papiera a
matematiku.

Praca je rodenena do viaceryclasti. KapitolaCo je origami ?sa strdne
venuje definovaniu zéakladnych pojmov,¢rtdva pévod a historiu umenia skladania
papiera. Popisuje sa tu ¢zaok spajania origami s matematikou a prezentwgl s
vysledky dosiahnuté vo vybranych smeroch. Pri obomwani sa s touto
problematikou sa nas zaujem sustredil na dve vyméaablasti — axiomy skladania
papiera a matematické vlastnosti obrazcov vytvarargahybmi na harku papiera pri
opatrnom rozloZeni origami modelov. Pomocou origawiom (elementarnychi’alej
nerozlozit&énych operacii) mozno konkrétne realizovarakticky vSetky konstrukcie
euklidovskej rovinnej geometrie. No posluzia i pieSeni kvadratickegi kubickej
rovnice pomocou skladania papiera. Matematickétmesi zahybovych vzorov su
dolezité z ,praktického” Fadiska — pri navrhovani modelov origami pomocotitada.
Tieto znalosti sa uplatju i v inZinierskej praxi.

Kapitola VyuZitie origami v praxisa zaobera, ako to naZn@e uZ jej nazov,
praktickymi aplik&dciami teoretickych poznatkov zskch pri Studiu skladania papiera.
Spominaju sa tu skladané jadra setwlych panelov, uplatnenie poznatkov o
»zlozitel'nosti naplocho” pri navrhu automobilovych airbagskiadanie vEkoploSnych
objektov podla pravidiel origami dolahko transportovataych maloobjemovych
kontajnerov, arterialne stenty zadmgice svojim ,rozvinutim sa‘Tudské Zivoty,

i trochu nezvyajné nanoobjekty vytvorené riadenym ohynanim dIHybiA retazcov.

Jadrom préace je kapitolarigami v pedagogikePo kratkom vstupe o moznom
prinose skladania papiera pre vzdelavaci procesechgd konkrétne didakticky
vyuzite’né priklady. Vzliadom na limitovany rozsah bakalarskej prace uvedanén

niektoré z vékého pdtu zozbieranych nametov. S prihliadnutim na od{amnd
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literatlru, vyber sa obmedzil na témy z knihy T.llBld1]. Ich obsah sme vSalasto
doplnili a rozSirili materidlom z inych zdrojov. Kée nebola wena konkrétna téma
LVYucby”, prezentované priklady predstavuji mald, suidygle zvolend vzorku.
Najviac priestoru sa venuje jednej z kidssiek - parabole. Zdna sa navodom ako
pomocou ohybania papiera zostfoparabolu bd bod po bode alebo ako obalku
mnoziny dotg¢nic. Uvedené praktické navody su nasledne podlobeas&matickym
rozborom. Diskutuje sa moznbsimulovania skladania papiera pomocodifaioveho
mnoziny doty¢nic. V d'alSej¢asti kapitoly sa prezentuje rieSenie kvadratickejnice
pomocou skladania papiera. Metéda sa opiera o pozna postupy suvisiace
s konStrukciou paraboly. Nasleduje rieSenie kubickenice, zalozené na zostrojeni
spolanej doty¥nice dvoch parabol jedinym ohnutim papiera. Mat&kgat rozbor
ukazuje préo a ako dand metdda funguje. Zaver kapitoly je vang deleniu harku
papiera na rovnak&asti ako presnému tak i pribliznému, pomocou takeya
Fujimotove] aproximénej metdody. Demonstruje sa ekvivalencia jednotlvirokov
Fujimotove] metody a vsuvani&slic nula a jedna do binarneho zapissel mensich
ako jedna. \aka tejto ekvivalencii binarny zapis relativnéiky Gseky jednoznane
uréuje postupnasohybani harku papiera veducich k dleepozadovanejidky. Strine

sa spomina problém zdvojenia kocky, presnejSie ¢ewe, rozdelenie hrany papiera na
dvecasti v pomerd.: 2.

Kazdy z prikladov uvedenych vtejto kapitole bol y&jne zostaveny
z parcidlnych  prispevkov z réznych zdrojov. Kvoliongzistentnosti vykladu
a kompatibilite jednotlivychiasti bolo¢asto nutné modifikowamatematickd analyzu
podavanu prislusnymi publikaciami a obvykle ju ptiot’ originalnym rozborom. Tyka
sa to hlavne pasazi venovanych rieSeniu kvadratiGk&ubickej rovnice metddou
origami, v malej miere tieZ Fujimotovej metody deehrany papiera nzsti.

Priloha bakalarskej prace obsahuje&tyupopis programu GeoGebra.

Skladanie papiera predstavuje jednu z nadejnycst,cako urohli vyucovanie
matematiky zaujimavejSim, ako idovnies’ prvok nazornosti, samostatného
objavovania, aktivnej skdsenosti. VyZaduje si vi&@iativny a tvorivy pristup &itela,
ked’Ze neexistuju a asi ani nemo6zu existbuaiverzalne navody, cinia, aktivity. Je
potrebné vedig aka je urove vedomosti prislusnej skupiny Studentov, aké su ich

mentalne danostico konkrétne ich chceme nati a podobne. Potom treba vybra
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vhodné prvky z pestrej zmesi dostupnych materialgvispésohi ich svojim potrebam
a predstavam.
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Priloha A: GeoGebra

Material v tejto prilohe pochadza vyhe z publikacie [29].

Informacie o GeoGebre

GeoGebra je dynamicky matematicky softvatemy pre vydovanie na Skolach,

ktory spaja geometriu, algebru a matematicku amalyz

Na jednej strane je GeoGebra interaktivny geomegtrisystém. ModZzeme
pomocou neho zostrgjibody, vektory, usey, priamky, kuzéoseky ako aj funkcie

a nasledne ich dynamicky meéni

Na druhej strane mézZeme rovnice a suradnice tzadamo. Takto dokaze
GeoGebra pracovaa paita’ s premennymi preisla, vektory a body. Dokaze n@js

derivaciu a integral funkcii a ponuka prikazy ag&preir aleboOdmocnina

InStalacia GeoGebry

Vytvorte na pracovnej ploche svojho ditaca novy folder s nazvom
GeoGebra_IntroductionPatas prace ukladajte vSetky subory do tohto foldhy, ste
ich neskor vedeli bez problémov najs

Ak mate pristup na internet, nainStalujte na svajite¢ program GeoGebra
WebStart nasledujucim spdsobom. Otvorte svoj irt@wy prehliad& a chalte na

stranku www.geogebra.org/webstartKliknite na tla&itko s nazvom GeoGebra

WebStart Softvér sa automaticky nainstaluje na va&tpd. Potrebujete potvrdivSetky

odkazy, ktoré sa objavia, pomocOK aleboAno.

Pouzitie GeoGebra WebStart vdm ponuka mnoZzstvodiyho

* Nemusite manipuloYa s réznymi subormi, pretoze GeoGebra sa

automaticky nainStaluje na vasgitec.
* Nepotrebujete zvlastne uzividke povolenia na pouzivanie GeoGebra
WebStartu, ¢o je predovSetkym uzitmé pre poitacové laboratéria
a laptopy v Skolach.
* Ked uZ je GeoGebra WebStart nainStalovany, mézZeteé&ofyuziva aj

ked’ nie ste pripojeni na internet.
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* Pokid mate pristup na internet po dtocnej inStalacii, GeoGebra
WebStart pravidelne 'ada dostupné aktualizacie a automaticky ich

nainStaluje. TakZe stale pracujete s novou ver@eoaGebry.

Pokid nemate pristup na internet, je GeoGebru mozné&tadava’ aj z USB
kl'aca alebo CD. Skopirujte inStélay subor z pam@vej jednotky do vytvoreného
GeoGebra_Introduction foldra na vaSongipegi.

Na nainStalovanie softvéra kliknite dvakrat na Gebfa inStalény subor
a postupujte pdé pokynov instakného asistenta.

Uistite sa, Ze mate spravnu verziu pre vas @pgrasystém, napr.
GeoGebra_3 0 0 0.exe (MS Windows) alebo GeoGebda030.zip (MacOS).

UloZenie sprievodnych suborov

Stiahnite zazipovany suborveww.geogebra.org/book/intro-en.zg uloZte ho do

vasho GeoGebra_Introduction foldra. Rdibasubory vo vasom piaaci. V zavislosti
od vasho opetmého systému, existuju rdozne sposoby ako to tirébieMS Windows
XP Kkliknite na zazipovany subor pravym ditkom a postupujte pdd pokynov
Extraction Wizarda. PrislacOSkliknite dvakrat na zazipovany subor.

UzivateI'ské rozhranie v GeoGebre

Po naStartovani GeoGebry sa objavi okno zobrazei8ien Pomocou
konStruknych nastrojov naliSte nastrojov mdzete rohi konStrukcie nanakresni
pomocou mysi. Zarovesa zodpovedajuce suradnice a rovnice zobraalgebraickom
okne Vstupné textové pokea pouziva na priame zadavanie suradnic, rovri@zov
a funkcii; tie sa zobrazia na nékresni iinpo stl&eni tla&itka enter. Geometria
a algebra bok po boku:
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Obr. 28 UZivatd’ské rozhranie GeoGebry s popisom

Zakladné vyuZitie nastrojov

Aktivujte nastroj kliknutim na tkdtko, ktoré zobrazuje zodpovedajlcu

ikonku.

Otvorte tabiliku s nastrojmi kliknutim na spodrag’ tlacitka a vybertel’alSi

nastroj z tejto tadiky nastrojov.

Rada Nemusite otvoti tabu’ku nastrojov vzdy, k& chcete vybré nastroj.

Ak je ikonka Zelaného nastroja uz zobrazena riétkla mozete ho aktivova

priamo.

Rada Tabuky nastrojov obsahuju podobné nastroje alebo rjastidoré

vytvaraju rovnaky druh nového objektu.

Skontrolujte ndpovedu nastrojovej liSty, aby sHilzi ktory nastroj je prave

aktivovany a ako s nim naréba
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Obr. 29 UkaZka nastrojov v GeoGebre
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