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Abstrakt

Cielom préace bolo vytvorit' niekol’ko prikladov vyuzitia skladania papiera (origami) na
vyuku niektorych casti matematiky vo workshopovom formate. Teoreticka Cast’ prace
obsahuje stru¢ny popis hlavnych znakov workshopovej metody a kratke charakteristiky
pristupov dvoch skupin realne vyucujacich matematiku workshopovou metodou. Tato Cast’
taktiez strucne predstavuje origami a najvyznamnejsie sposoby jeho vyuzitia pri vyucbe
matematiky. Prakticka Cast’ diplomovej prace ponuka motivacny workshop zdoraziujuci
prinos aky malo zvladnutie skladania papiera a matematizacia tohto procesu pre prakticky
zivot, poskytuje priklady vyucovania Pytagorovej vety, mnoziny vrcholov danych uhlov
zostrojenych nad danou tuseckou a postupnosti workshopovou metédou s vyuzitim
skladania papiera, stru¢ne informuje o vysledkoch pilotného testovania niekolkych

prikladov.

Krlucové slova: Workshopova metdda, origami, Pytagorova veta, Talesova kruznica,

postupnosti



Abstract

The aim of the diploma thesis was to create several examples of the usage of paper folding
(origami) for teaching some mathematical topics in a workshop format. The theoretical
part of the thesis consists of brief description of the main features of workshop method and
short characteristics of the approaches of two groups that actually teach mathematics using
workshop method. This part also briefly introduces origami and the most important ways
of its usage for teaching mathematics. The practical part of diploma thesis offers the
motivation workshop that emphasises the contribution that mastering of paper folding and
mathematization of this process had for the real life, provides examples of teaching
Pythagorean theorem, the locus of points from which a given line segment is seen in
a given angle, and sequences by the workshop method using the paper folding, and briefly

informs about the results of pilot testing of several examples.

Key words: Workshop method, origami, Pythagorean theorem, Thales circle, sequences
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Uvod

Pre T'udi, ktori sa venuju vede ¢i pracuju v technickom vyskume a vyvoji je jasné,
logické myslenie, schopnost’ dedukovat’, prisne rozliSovat’ medzi pri¢inami a nasledkami,
nevyhnutné. Schopnost’ deduktivneho myslenia by vSak nemala chybat’ nijakému
diagnostikovi v §irSom zmysle — ¢&i uz vySetrovatelovi, pravnikovi, opravarovi
automatickych praciek, automechanikovi alebo lekarovi (Brunovsky, 2002). Viest’ va¢sinu
populéacie k racionalnemu mysleniu predstavuje hlavnll tlohu vyucovania matematiky na
zakladnych ¢i strednych skolach.

Ziaci sa prakticky uz od prvych dni v $kolskych laviciach ugia pogitat. S d’alimi
»exaktnymi“ predmetmi sa zoznamia ovela neskdr. V rokoch doélezitych pre rozvoj
intelektu deti je preto ,,po ruke® jedine matematika. Toto postavenie matematiky vystihol
profesor Brunovsky: ,,Nemam to zprvej ruky, ale vyskumy ukazuju, Ze sa niektoré
schopnosti mozgu musia tréningom aktivovat, aby zacali fungovat' — a na com inom, ako
na matematike to u deti, ktoré este majii obmedzeny rozsah poznatkov robit?* (Brunovsky,
2002).

Snaha ucit’ mysliet’ sa vSak zvd¢$a mina ucinkom. Pri¢inu neziaduceho stavu vidi
vacsina odbornikov v spdsobe, ako sa matematika vyuc€uje. Panuje v§eobecna zhoda v tom,
ze cielom vyucovania je pomdct’ Studentom ucit’ sa. Vyucovanie uciteI'mi a u€enie sa
ziakmi su vSak vel'mi ¢asto videné ako dva oddelené, na opacnych poéloch stojace procesy.

Vyucovanie je to, ¢o robia ucitelia. Predpoklada sa, Ze ucitelia ovladaji odbornu
napli svojho predmetu asu schopni predkladat’ Ziakom hotové, dobre utriedené
a systematizované poznatky a optimalizované rieSitel'ské postupy. UcCit' sa je tulohou
ziakov. Ocakava sa od nich, ze buda pocuvat’, aby porozumeli a pochopili, ze budu tvrdo
pracovat’, aby si osvojili u¢ivo precvicovanim a vyrieSenim série vhodne zvolenych tloh.

Bohuzial’, vicSina ziakov nejde naro¢nou cestou rieSenia mnohych uloh, radSej sa
snazia novu informéciu si jednoducho zapamétat’. Ucia sa naspaméit’ vzorce, poucky,
postupy, dokonca i dokazy. Prislusné tlohy potom nerie$ia tak, Ze o postupe premyslaja,
ale napodobovanim naucenych postupov. Tak vznikd formdlne poznanie (Hejny, 2004,
1996). Zhruba povedané, ziaci ovladaju algoritmus scitania ¢i ndsobenia, no nevedia, ¢i pre
to, aby nasli rieSenie danej (slovnej) ulohy maju scitat’ alebo nasobit’.

Vychodiskom je podl'a mnohych pedagdgov zmena §tylu vyudovania. Ziaci by mali

prestat’ byt pasivnymi prijimatel'mi hotovych poznatkov, mali by hrat’ aktivnu tlohu. Mali



by sami pre sebaznovuobjavit matematiku. Od Ziakov sa ocCakava, ze na vztahy,
zakonitosti, principy budu prichadzat’ sami — aj ked’ vdcSinou s urc¢itou cudzou pomocou
(vedenim) alebo po zvlastnej priprave. Z ,,vykondvatel'ov inStrukcii“ by sa tak zmenili na
,.prieskumnikov patrajiacich po Struktarach a pravidelnostiach v okolitom svete.*

Casom overeny priklad aktivizujucej formy vyuGovania preferujiicej tvorivost’, kde
hlavnl ulohu hra ziak ¢i Student a ucitel’ tlohu pomocnu, ponuklo kreativne pisanie.
Kreativne pisanie vzniklo v prvych desatro¢iach dvadsiateho storocia ako pokus priblizit
vyuCovanie literatry spdsobu, akym literarne diela skuto¢ne vznikaja. S kreativhym
pisanim sa historicky spéja format vyuky, v ktorom vyucovacia hodina je dobou aktivneho
tvorenia, konstruktivnych diskusii a zodpovedného posudzovania dobrych a zlych stranok
vytvorenych literarnych dielok, dobou, pocas ktorej sa skupina Studentov deli o svoje
poznatky a vymiena si skisenosti — workshopova metoda (Bizzaro, 2010).

V tomto sposobe vyuky kreativneho pisania trieda funguje ako laboratorium, kde
ziaci experimentuju s jazykom. Vysledky svojich experimentov predstavia svojim
rovesnikom a vypocuju si ich nazor na silné a slabé stranky svojho diela. Na zaklade
odozvy primarne od ostatnych Ziakov pisatelia opravia svoje literarne diela a opdtovne ich
prezentuju. Ucitel je pri tom v ulohe moderatora a pomocnika (facilitatora). Jeho cielom je
viest’ ziakov k tomu, aby boli tvorcami literatury a literarnymi kritikmi.

Ucitelia roznych predmetov adaptovali workshopovi metddu podla svojich potrieb
(napr. (Laws, 1991)). Jednotlivé mutacie sa mozu odliSovat a aj sa v jednotlivych detailoch
liSia, no podstata ostava — Studenti sa aktivnou timovou pracou, pomocou osobne
nadobudanych sktsenosti a znalosti dopracuju k vystupom, ktoré su pre nich uZzitocné
a vyuziteI'né v d’alSej ¢innosti.

Matematické workshopy st velmi podobné workshopom kreativneho pisania.
Filozofia oboch vychadza z tej istej teodrie, ako sa 'udia ucia — z presvedcenia, Ze poznanie
jednotlivca je zalozené na jeho aktivite, ze poznatky vznikaji v prostredi podnecujucom
aktivitu, tvorivost’, diskusiu, starostlivé premyslanie o veciach (Fosnot a Dolk, 2002).

Podstatou a spolo¢nym znakom matematickych workshopov je, ze ziaci st
vtiahnuti do rieSenia matematickych problémov. VySetruji, skamaji, konStruuju,
diskutuja. Predkladaju svoje matematické idey a stratégie rieSenia na posudenie kolektivu
rovesnikov, zdovodiuju ich a obhajuji. Argumentuju.

Ked st vyskumy ukoncené, vysledky azavery spisané, ziaci ich prezentuju

a obhajuji v réznych celoskupinovych aktivitach, ako st ,,matematicky kongres* (Fosnot



a Dolk, 2002), (Fosnot aJacob, 2010), ,,sumarizujuca beseda“ (Hastings a Reynolds,
1999), a podobne.

Organickou sucastou workshopovej metody su kratke vstupy uéitel'a. Zvycajne na
zaCiatku hodiny, no ak je to nutné, tak ipocas nej, ked uclitel povazuje za potrebné
prezentovat’ doplitujuci teoreticky materidl, objasnit’ stratégiu vypoctu, podelit’ sa o pristup
K rieSeniu problému, rozobrat’ historicky dokaz, a podobne (miniprednasky (Fosnot a Dolk,
2002), tvodny komentar, sumarizujica beseda (Hastings a Reynolds, 1999)).

Pocas matematickych workshopov Ziaci bezne manipuluji s réznymi objektmi, ¢i
uz realnymi na pracovnych stoloch alebo virtualnymi v poéitatoch. Skumaju objekty
Z r6znych uhlov pohladu a v r6znych situaciach, meraju ich, rozoberaju, delia a skladaju,
zdruzuju do skupin, zacleniuji do véacsich a zlozitejSich celkov.

VyuZivanie roznych pomocok vsak nie je vylu¢nou vysadou workshopovej metddy
vyucovania. Ucitelia ich pouzivaju ina klasickych hodinach matematiky. Chcli nimi
vzbudit’ zaujem ziakov spestrit’ vyuCovanie, urobit ho nazornejsim, zapojit' do poznania
viaceré zmysly.

Pre ucely vzdeldvania mozno vyuZit' takmer vSetko — pdvodné alebo mierne
upravené prirodné objekty, modely, stavebnice, hracky, bezné kancelarske potreby
I obycCajny papier, ktory mozno strihat’ ¢i skladat’.

Papier predstavuje vdacni vyucovaciu pomdcku. Je dostupny, lacny, jeho
skladanie je manudlna Cinnost’, ktora je udeti pomerne oblibend. Skladanie papiera
zamestnava viac zmyslov, ¢im ziskavanie poznatkov nadobuda viaczmyslovy charakter.

Ak zahyb vytvoreny zloZenim papiera predstavuje ,,priamku* a priese€nik dvoch
zahybov ,bod“, méme moznost vyuzit' skladanie papiera na rozne geometrické
konstrukcie, na ilustraciu a ,,materializaciu‘ klasickej geometrie.

Vsetky konstrukcie rovinnej Euklidovej geometrie, beZzne zostrojované pomocou
pravitka a kruzidla, mozno realizovat pomocou zahybov (Row, 1901), (Johnson, 1957).
Pre zaujimavost, pomocou skladania papiera mozno uskuto¢nit’ i trisekciu uhla ¢i
zdvojenie kocky — klasické ulohy neriesite'né pomocou pravitka a kruzidla.

Od skladania papiera veduceho k dvojrozmernym geometrickym konStrukcidm —
zahybovym  vzorom, mozno pokroCit k skladaniu trojrozmernych  objektov,
k modularnemu alebo klasickému origami.

Origami je japonské pomenovanie starobylého umenia skladanim jedného kusa
papiera vytvarat modely Zivocichov, rastlin, figarky l'udi, ¢i rézne abstraktné tvary.

Modulérne origami je ovela mladSie. Najprv sa poskladd vel'ké mnozstvo rovnakych
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stavebnych jednotieck — modulov. Z nich sa nasledne zostavi kone¢ny model, zvycajne
zlozity mnohosten.

Origami vdaka svojej podstate zapaja ziakov do procesu, v ktorom sa
dvojrozmerny utvar transformuje na trojrozmerny objekt. Mozno uskutoénit’ i obratenti
transformaciu, prejst od trojrozmern¢ho objektu k jeho dvojrozmernému ekvivalentu.
Origami tak ponuka nastroj na trénovanie priestorovej predstavivosti a prostriedok na
ilustraciu priestorovej geometrie.

Zamerom diplomovej prace bolo vyuzit toto cenovo nenarocné a vSeobecne
dostupné ,.experimentdlne laboratérium*“ — harok papiera — na uskutocnovanie
experimentov v ramci workshopového formatu vyu¢ovania matematiky.

Ciel'om predkladanej prace bolo:

1. Nastudovat a popisat’ zékladné myslienky workshopovej metody.
2. Vytvorit'’ workshopové aktivity pre vyucbu vybranych tém z matematiky s vyuzitim
origami.

Diplomovu pracu mozno rozdelit’ na dve hlavné Casti — teoreticku a prakticku.

Teoreticka Cast’ prace pozostava z dvoch kapitol.

Prva kapitola stru¢ne priblizuje hlavné principy a myslienky workshopovej metody
vyuCovania a predstavuje dva konkrétne priklady ich aplikécie pri redlnom vyucovani
matematiky.

Druha kapitola podava zékladné informacie o origami — starobylom umeni
skladania trojrozmernych modelov zjedného harku papiera a 0 matematizacii skladania
papiera. Uvadza taktiez konkrétne pripady pouzitia origami pri vyucovani matematiky.

Prakticku Cast’ predstavuje tretia kapitola. Za¢ina Cast'ou, kde st uvedené hlavné
zdroje, formulované spdsoby ich vyuzitia pri ziskavani vysledkov, prezentované hlavné
stcasti praktickej ¢asti diplomovej prace. Po nej nasleduje sprievodca aktivitami vytvoreny
pre Styri rozne tematické Casti. Praktickt Cast’ uzaviera kapitola venovana pilotnému

testovaniu niektorych z vytvorenych prikladov.
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1 Vyucovanie matematiky workshopovou metédou

Z rdznych pricin len malo ziakov vynaklada potrebné Usilie na to, aby porozumeli
latke, ktorth im ponukaji ucebnice ¢i na hodine predkladaju ucitelia matematiky. VacSina
sa jednoducho snazi zapamaitat’ si definicie, poucky, vzorce, postupy riesenia prikladov ¢i
dokazy (Hejny, 1996), (Fosnot a Dolk, 2002) . Zda sa preto, ze vzdelavaci systém
neodvadza svoju pracu dostatocne dobre.

Pric¢inu tohto neziaduceho stavu videla vacsina odbornikov v tradiénom sposobe
vyucovania matematiky. Pri tomto $tyle vyucovania je centralnou osobou ucitel’ ako zdroj
vedomosti a ziak je pasivnym prijemcom. Vyuka je zamerand na faktografiu, na nacvik
rieSitel'skych postupov Standardnych tloh.

Vychodisko sa naSlo v nahradeni pasivnych foriem prijimania poznatkov
aktivizujiicimi formami, v ktorych sa doraz kladie na samostatnli a tvorivll pracu ziakov,
formami, v ktorych sa ziaci aktivnym poznavanim dopracovavaju k pozadovanym
poznatkom sami.

Utinnost’ aktivizujacich vyulovacich modelov sa eSte viac zvySuje pouzitim
kolaborativnej formy vyucovania, ked” Studenti pracujii v skupinach a navzajom diskutuju
o svojich postupoch a vysledkoch. Ked” Studenti pracuji ako tim, st schopni vyriesit
problém skor, nez su tak schopni urobit’ ako jednotlivci.

Jednym z pristupov k aktivizujicej kolaborativnej forme vyuCovania je
workshopovy model (v nasej domécej literatire sa pouziva aj pojem model tvorivej
dielne). Vychadza z poznatku, ze Ziaci sa najlepsie ucia vlastnou aktivnou ¢innostou,
,robenim veci“. V tomto formate vyucovania hraji hlavnu ulohu Zziaci, ucitel’ ustupuje do
pozadia. Jeho tlohou je vyty¢it’ smer badania, pripravit’ aktivity a inStrukcie, fungovat’ ako
pomocnik, poradca ¢i sprievodca.

Podstatou workshopove] metody vyucovania matematiky, teda tym, co robi
workshopovlii metédu workshopovou metddou, je zapdjanie Ziaka do procesu hladania,
ziskavania, formulovania ¢i konStruovania poznatkov takym spdsobom, ze najprv ako Clen
malej aktivne spolupracujucej skupiny robi prakticky vyskum konkrétnych situdcii
a problémov bud’ pouzitim redlnych pristrojov a predmetov alebo pomocou vypoctovej
techniky, nasledne svoje postupy a vysledky predklada SirSiemu kolektivu rovesnikov na
konstruktivne postdenie a zhodnotenie a svoje tvrdenia a zavery pred tymto kolektivom

obhajuje.
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Sposoby, akymi workshopovy model aplikuji v praxi jednotlivé skupiny ¢i
,»Skoly*, sa navzajom odliSuju stupiiom samostatnosti poznavacej ¢innosti ziakov.

Vysoki mieru samostatnosti maji ziaci napriklad vo formate praktizovanom
skupinou z The City College of New York vedenou profesorkou Catherine T. Fosnot
(Fosnot a Dolk, 2001a, 2001b, 2002), (Fosnot a Jacob, 2010) . V tejto schéme ucitel’ na
zacCiatku hodiny kratko uvedie vhodne zvolent problémovt situdciu. Sposob, akym potom
ziaci pristapia k rieSeniu nastolené¢ho problému, metédy aké si zvolia i konkrétne kroky
moézu dopracovat’ k spravnemu vysledku roznymi cestami a za rézne dlhy Cas.

V pristupe prezentovanom kolektivom z Dickinson College, sustredenom okolo
profesorky Nancy B. Hastings, je miera riadenia vyssia. Ziaci na svojej ceste k poznatkom
rieSia postupnost’ vhodne zvolenych na seba nadvézujlcich uloh, vedeni inStrukciami v
pracovnych listoch (Hastings a Reynolds, 1999) (Rossman, 2008).

V suvislosti so stupfiom samostatnosti, aku ten-ktory pristup ponechéva ziakom, sa

mierne meni i Struktira vyu€ovacej hodiny.

1.1 Workshopovy model vyucovania matematiky propagovany centrom

Mathematics in the City na The City College of New York

V tomto modeli vyu¢ovania matematiky ma vyuc€ovacia jednotka tri zakladné Casti:
uvedenie problémovej situdcie mini-prednasSkou, samostatna praca Ziakov v skupinéch,
uzavretie (zhrnutie) formou ,,matematického kongresu*.

e Mini-prednaska, uvedenie problémovej situdcie: Na zaciatku hodiny ucitel’ uvedie
problémovu situaciu. Tato zvycajne vychadza z realneho zivota a ziaci si ju vedia
nazorne predstavit. Klucové body a fakty ucitel zdorazni ich napisanim ¢i
nacrtnutim vhodného obrazku na tabul'u (obrazok 1). Dobre zvolenou problémovou
situdciou ucitel dosiahne dve veci: jednak nasmeruje uvahy a badanie ziakov
smerom ktory ich akoby mimochodom atakmer automaticky privedie k novym
pojmom a poznatkom, jednak stanovi konkrétny ramec, ktory umoziuje ziakom
pomocou obrazov redlnych veci a operacii snimi premyslat otom co robia

a chapat’ preco to tak robia.
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Obr. 1. Uvedenie problémovej situacie ... (Fosnot a Jacob, 2010).

Ako priklad dobre zvolenej problémovej situdcie mozeme uviest problém
»spravodlivého delenia bagiet” z prace (Fosnot a Dolk, 2002).

Ziaci sa pocas spominaného workshopu mali obozndmit' so zlomkami. Ugitelka
uviedla hodinu rozpravanim o svojom minuloroénom triednom vylete. Ziaci sa po¢as neho
rozdelili do Styroch rozne pocetnych skupin, kazdd z ktorych navstivila r6zne budovy
a institacie. Skolsky bufet pripravil defom bagety, ktoré si jednotlivé skupiny vzali so
sebou. Bagiet vSak bolo menej ako deti. Prva Stvor¢lenna skupina preto dostala tri bagety,
druha skupina piatich deti dostala Styri bagety, osem¢lenna skupina dostala sedem bagiet
aposlednad pat¢lennd skupina dostala bagety tri. Na druhy defi pri hodnoteni vyletu sa
niekol’ko deti stazovalo, Ze rozdelenie bagiet nebolo spravodlivé, Ze niektoré skupiny
dostali viac jedla.

Ucitelka sa s otazkou, ¢i stazujuce sa deti mali pravdu a rozdelenie bagiet 0zaj
nebolo spravodlivé, obratila na svojich terajSich Ziakov. Vyzvala ich, aby problém
presktimali a sustredili sa pri tom na dve otazky: po prvé, kol’ko jedla dostalo kazdé dieta
Vv jednotlivych skupinach ak delenie v ramci skupiny bolo spravodlivé a po druhé, ktora
skupina dostala najviac.

e Praca vskupine: Jadrom workshopu je jeho druhd, na cas najnarocnejSia Cast,

Vv ktorej Ziaci v skupinach pracuji na rieSeni nastoleného problému (obrazok 2).

Mozu pouzit' vSetky dostupné pomocky, zvolit’ si ubovolnu stratégiu rieSenia

apocas rieSenia ju podla potreby menit, maju k dispozicii potrebny cCas. Ucitel’
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prechadza medzi jednotlivymi skupinami, reaguje na poziadavky ziakov, pripadne

pomdze dobre volenou otazkou dostat’ sa ziakom zo slepej ulicky.

Obr. 2 .... praca v skupine .... (Fosnot a Dolk, 2002)

Pri rieSeni vyssie spomenutého ilustraéného problému spravodlivého delenia bagiet
sa Ziaci postupne samostatne obozndmia s kmenovymi zlomkami, v§eobecnymi zlomkami,
vyrovnaji sa s problémom porovnavania zlomkov, naucia sa niektoré operacie so
zlomkami (napriklad, aka Cast’ bagety dostantl, ak polovicu bagety rozdelia na pat’ Casti),
a podobne.

o Uzavretie, , matematicky kongres”.: 'V poslednej, zd&vereCnej Casti, na
,matematickom kongrese®, jednotlivé skupiny prezentuju formou posterov svoje
stratégie a vysledky, odpovedaju na otazky ostatnych Ziakov, diskutujt, vysvetluji
a obhajuju svoje zistenia a tvrdenia. ,,Matematicky kongres* méze prebehnut’ bud’
bezprostredne po prvych Castiach workshopu, samozrejme po dobe potrebnej na
pripravu prezentaénych materialov, alebo sa moze konat’ az na druhy dent (Obrazok

3).
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1.2 Workshopova matematika na Dickinson College

Workshopovy model s vyS$Sou mierou riadenia objavitel'skej ¢innosti Studentov

predstavuji inovované Uvodné univerzitné kurzy matematiky pod nazvom ,,Workshop
Mathematics“, vypracované na Dickinson College kolektivom okolo Nancy B. Hastings.
V tychto kurzoch, realizovanych vo workshopovom formate, sa Studenti dopracovavaju
k pozadovanym poznatkom a vedomostiam plnenim série vhodne zvolenych na seba
nadvizujucich uloh, postupujic podl'a instrukcii v pracovnych listoch.
»Workshop Physics®, vypracovany a realizovany na Dickinson College uz predtym
kolektivom okolo Priscilly W. Laws (Laws, 1991), (Redish, 2003). ,,Workshop
Mathematics* ma preto mnoh¢é spolo¢né prvky s ,,Workshop Physics® — format, materialy,
zékladny didakticky pristup.

Sucast'ou ,,Workshop Mathematics“ na Dickinson College je ,,Workshop Calculus®,
,,Workshop Statistics“ a ,,Workshop Quantitative Reasoning*.

Zamerom diplomovej prace je vyuzit' pri vyuCovani matematiky workshopovy
format avVv jeho ramci konkrétnu techniku, ato skladanie papiera — origami. Tomuto
zameru vyhovuje model workshopu, ktory umoziuje ,,predpisat™ Ziakom plnenie urcitych
uloh ¢i realizovanie konkrétnych experimentov, teda model typu ,,Workshop Mathematics*
s jeho ,,sprievodcom aktivitami* vo forme pracovnych listov.
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Skladanie papiera je svojou podstatou praktickd manuélna ¢innost’, ktord zapaja do
prace viacero zmyslov, ktord ponuka konkrétnu materidlnu realizaciu abstraktnych
matematickych pojmov a operacii. Svojim ,,materialnym* charakterom, zameranim na
zéklady daného odboru, reprezentovanim abstraktnych myslienkovych konstrukcii
konkrétnymi predmetmi ajavmi realnecho sveta maju so skladanim papiera najviac
spolo¢nych prvkov experimenty vyuzivané vo ,,Workshop Calculus®. Preto sposob, akym
su ziakom poskytované informacie, Styl formulovania a spdsob zaddvania uloh vo
,Workshop Calculus* posluzil ako inspiracia pri navrhovani workshopov vyuzivajicich
ako ,,experimentalne laboratérium® skladanie papiera.

Z tohto dovodu sa v d’alSom sustredime na tato ¢ast’ ,,Workshop Mathematics®.

Workshop Calculus na Dickinson College predstavuje vstupnti branu k stadiu
matematickej analyzy. Jeho primarnym cielom je priviest Studentov k solidnemu
pochopeniu zakladnych matematickych pojmov aidei. Sekundarnym cielom je vstepit
Studentom vieru v ich schopnost’ ,,robit* matematiku. Integruje v sebe potrebné prvky
z algebry a trigonometrie, zakladné objekty tvodnej matematickej analyzy — funkcie,
limity, derivacie, neurcity a urcity integral a zéklady diferencidlnych rovnic. Metoda, akou
sa Workshop Calculus vyucuje, je netradi¢na. Klasické prednasky a cviCenia st nahradené
interaktivnym formatom vyucovania. Inovovana vyu€ovacia hodina pozostava z troch Casti
— sumarizujucej besedy, uvodného komentdra a kolaborativnych aktivit (Hastings a
Reynolds, 1999):

e Sumarizujuca beseda: Na zaliatku kazdej vyucovacej hodiny sa asi 10 minut

beseduje o0tom, ¢o sa udialo na predchadzajucej hodine, pripoment, hodnotia

a komentuju sa dolezité myslienky, prezentuje sa dopliiujuci teoreticky material.

e Uvodny komentdr: Sumarizujiica beseda plynule prejde k oznameniu o tom, ¢o sa
bude robit’ d’alej. Zadmerom uvodného komentara je orientovat’ myslienky Studentov
vhodnym smerom, avsak bez poskytnutia hoci¢oho naviac. Nové idey a pojmy sa
uvadzajii intuitivnym spdsobom, bez poskytnutia akychkol'vek formalnych
definicii, dokazov viet alebo podrobnych prikladov.

e Kolaborativne aktivity: Najvicsia cast’ vyucovacej hodiny je venovana skupinovym
aktivitam Studentov, ich spolupraci pri rieSeni uloh a cviceni z knihy ,,Workshop
Calculus® (Hastings a Reynolds, 1999), ktora slazi ako ,,sprievodca aktivitami‘.
Studenti zvyé¢ajne pracuji v skupinach, kazdy par pracuje sjednym pocitadom.
Stoly st wusporiadané tak, Ze susedné pary moézu lahko spolupracovat
a komunikovat. Trieda obsahuje volni centrdlnu plochu pre spolocné
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demonstracie, struéné prednéasky alebo celotriedne diskusie. Je to zarovenn miesto,
kde moze stat’ ucitel' s dobrym vyhladom na vsetky monitory. To mu umoziuje
identifikovat’ Studentov, ktori maji problémy alebo nepracuji. Na jednom konci
miestnosti je stol s monitorom a tabulou, kde mdze inStruktor modelovat’ rézne
situdcie, predvadzat' rieSenia problémov, robit’ odvodenia, ukazovat simulécie

alebo videa (Redish, 2003) (Obrazok 4).

Obr. 4 Priklad usporiadania workshopovej triedy (Redish, 2003).

Ako Studenti pracuju, ucitel’ chodi pomedzi nich, reaguje na poziadavky, kladie otazky,
popripade iniciuje diskusiu.

Ddélezitym prvkom pre tento spdsob vyucovania je ,,sprievodca aktivitami®, v tomto
pripade kniha ,,Workshop Calculus®, napriklad (Hastings a Reynolds, 1999). Kniha
»Workshop  Calculus” predstavuje  ststavu poznamok, informacii anévodov
usmernujucich objavitel'skl ¢innost’ Studentov. Ide v podstate o stibor pracovnych listov
prezentovanych vo formate pracovnej knihy.

Kazdy odsek knihy zaCina kratkym textom stru¢ne informujucim Studentov, ¢o budia
robit’. Nasleduje postupnost’ uloh, na konci ktorej je subor domdcich cviceni. Jednotlivé
ulohy su navrhnuté tak, aby pomohli Studentom prebadat’ nové pojmy alebo objavit’ nové
sposoby ako riesit’ problémy. Parcidlne kroky v ulohach obsahuju dostatocné mnozstvo
sprievodnych informécii, umoznujucich Studentom samostatnu pracu. Kniha obsahuje

prazdne miesta, kam Studenti vpisuju vysledky svojich pozorovani, kde robia vypocty, kam
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zaznamenavaju svoje uvahy. V zavere kazdej ulohy je text sumarizujtici hlavné myslienky
a zavery z prave ukoncenej ulohy a poskytujici studentom struény prehlad, ¢o budi robit’
Vv tlohe nasledujuce;.

Velky vyznam sa prikladd pisaniu. Od Studentov sa ziada aby vzdy pisomne
zaznamenali interpretacie svojich pozorovani a vysvetlili svoje zistenia. Studenti sice
pracuju v 2-3 clennych skupinach, no vysledky do svojich ,sprievodcov aktivitami®
vpisuje individualne kazdy sam.

Aj ked technoldgie (hardvér a softvér) st velkou pomocou a podstatnou zlozkou pri
aktivitach vo ,,Workshop Calculus®, od Studentov sa vyzaduje iru¢na praca. Vypocty,
formalne Gpravy vztahov, naérty grafov musia najprv urobit’ rucne.

Na ilustréciu toho, ako sa pri vyuCovani matematiky vyuzivaji redlne experimenty
apre ziskanie nazornej predstavy o charaktere rieSenych Uloh uvadzame stru¢ny popis
jednej ulohy z ,,Workshop Calculus “ (Hastings a Reynolds, 1999), a to Glohy zameranej na
linearne funkcie z tematického celku ,,Funkcie®.

V prvom kroku tulohy ziaci svojou rychlejSou ¢i pomalSou rovnomernou chodzou
smerom k alebo od detektora pohybu vytvoria stbory dat predstavujiice tdaje o ich
vzdialenosti od detektora pohybu v danych ¢asovych okamihoch.

V nasledujicom kroku ziaci pouziju tieto udaje na zostrojenie grafov vzdialenost’ od
detektora verzus cas. Pomocou zostrojenych grafov odhadnu, v akej vzdialenosti od
detektoru boli vo vybranych konkrétnych ¢asovych okamihoch.

V d’alSom kroku ziaci najdu sklon priamky a nasledne irovnicu priamky, ktora
najlepsie fituje experimentalne trochu ,,hrbol'até* grafy. Dalej Ziaci preveria rozne sposoby,
ako mozno reprezentovat’ funkciu (graf, tabul’ka, rovnica).

Text pracovnych listov Ziakov oboznami s pojmami definicny obor a obor funkénych
hodn6t funkcie, naco sa Ziaci naucia urcit’, ¢i konkrétne hodnoty prislusnych veli¢in patria
alebo nepatria do tychto oborov.

Po splneni spomenutych krokov danej tlohy Ziaci pokrocia d’alej, k nasledujticej ulohe
venovanej Stidiu po castiach linedrnych funkcii a d’alSich zlozitejSich funkcii. Preklad

Casti prislusného ,,pracovného listu® je v prilohe A.
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2 Vyuzitie origami vo vyucovani matematiky

Prvopociatky origami sa stracaju v Sere ranych dejin d’alekého Orientu. Za miesto
jeho vzniku sa vyhlasuju ako Cina, tak iJaponsko. Bez ohladu na krajinu povodu sa
Japonsko povazuje za krajinu, ktora najviac prispela k rozvoju tohto starobylého druhu
umenia.

Tradi¢né origami predstavuje umenie skladania realistickych modelov Zivocichov,
rastlin alebo inych objektov zjedného kusu papiera, bez strihania, lepenia alebo
dekorovania. Potrebny je len §tvorec papiera a par Sikovnych ruk. ,,Harok sa skladd pozdlz
jednotvarnych geometrickych linii. Odrazu sa premeni na krehku miniaturnu
poloabstraktnu plastiku, ktora casto uvadza v vizas svojou roztomilostou* (Gardner, 1987).

LCudia intuitivne tuSili, Ze origami je uzko prepojené s geometriou. Etapu
intenzivneho patrania po matematickych strankach origami vSak odstartoval az taliansko-
japonsky matematik Humiaki Huzita ked ukazal, ze spOsob poskladania i toho
najzlozitejSieho origami mozno zredukovat’ na postupnost’ r6zne kombinovanych Siestich
elementarnych operacii. Koshiro Hatori neskor doplnil operaciu siedmu, ¢im, ako ukazal
Robert Lang, vznikol uplny takzvany Huzitov-Hatoriho systém axiom - elementarnych
operacii (Lang, 2003). Ako bolo povedané, opakovanim iba tychto siedmych operacii
Vv prisluSnom pocte aporadi mozno zo Stvorca papiera vytvorit l'ubovolni origami
konStrukceiu.

Oboznamovanie sa s matematickym obsahom origami postupuje dvoma smermi:

(1) mozné pouzitie skladania papiera na ilustrovanie matematickych principov alebo viet a
(i) objavovanie novych matematickych a algoritmickych stranok origami.

Prvy smer ponuka vystupy v pedagogickej praxi. Velky objem prac v druhom
smere priniesol praktické ovocie. Origami, alebo vSeobecnejSie skladané Struktary, nasli
aplikaciu v realnom svete. Napriklad vo forme roztvéarajicich sa panelov slne¢nych batérii
satelitov, zlozenych airbagov v automobiloch, expandujicich arterialnych stentov,
a podobne.

Viac podrobnosti o systéme axiom, niektorych matematickych vlastnostiach
a praktickych aplikaciach origami mozno najst’ v bakalarskej praci (Kupkova, 2010).

Prva znama praca, v ktorej sa spaja skladanie papiera s vyuovanim matematiky,
vysla pred viac ako storoim v Indii. Indicky matematik T. Sundara Row v praci

»Geometric Exercises in Paper Folding“, vydanej roku 1893 v Madrase, ukazal, ze ak
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priamy zadhyb na papieri povazujeme za model priamky a priese¢nik zahybov za model
bodu, mdézeme pomocou skladania papiera zostrojit' vSetky konstrukcie Euklidovej
geometrie v rovine, ktoré sa klasicky zostrojujii pomocou pravitka a kruzidla (Obrazok 5).

Bod po bode mozno zostrojit’ i krivky ako kuzel'osecky a podobne.

Obr. 5 Pravidelny Sest'uholnik vytvoreny skladanim papiera (Row, 1901).

Skladanie papiera je G€innym spojenim medzi redlnym svetom konkrétnych veci
a abstraktnym svetom myslienkovych konstrukcii matematiky. Pontika tak na moznosti
bohaty Startovaci bod a ,,hmatatel'ny* prostriedok pre ucenie sa matematiky. Napriek tomu
sa vyucovanie pomocou skladania papiera (az na zopar vynimiek) vyuziva len velmi
skromne, va¢sinou v matematickych krizkoch, mimoskolskych aktivitach, letnych Skolach
a podobne. Ak sa aj skladanie papiera dostane do regularnych vyucovacich hodin, tak len
ako demonstracia malého poctu geometrickych principov a myslienok (Pope a Lam, 2009).

S narastajucim volanim po ucinnejSich aktivizujicich formach vyucovania sa
zac¢inaju mnozit’ navrhy stratégii SirSieho a Ui¢innejSieho vyuzitia pedagogického potencialu
skladania papiera pri vyucovani matematiky.

Navrhy smeruju k vyuzitiu skladania papiera na zavedenie Standardnych pojmov
Skolskej geometrie, ako su priamka, rovnobezky, navzdjom kolmé priamky, uhly. N4jdenie

stredu tsecky, zostrojenie jej osi ¢i zostrojenie osi uhla st pri skladani papiera priamociare
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operacie. Pomocou skladania papiera mozno 'ahko demonstrovat’ vlastnosti trojuholnikov,
ich vysky, osi strdn, osi uhlov, taznice, tazisko, stredy opisanej a vpisanej kruznice,
Pytagorovu vetu, vlastnosti mnohouholnikov a podobne. Skladanie papiera moéze podporit’
pochopenie zékladnych geometrickych principov, ako si symetria, podobnost’, zhodnost.
Pochopenie matematickych pojmov ako delenie ¢i pomer je pomocou skladania papiera
taktiez l'ahSie. ZloZeny papier moze sluzit’ ako prostredie , v ktorom su algebraické vyrazy
a rovnice zostavované a rieSené.

Niektoré aktivity zamerané na vysvetl'ovanie matematiky pomocou skladania
papiera nezahiiaju vytvorenie nejakého papierového modelu, dolezité su len zahyby (Row,
1901), (Coad, 2006), (Haga, 2008), (Zilkovéa, 2009), (Pope a Lam, 2011). Iné vytvorenie
konkrétneho modelu zahfiiaja, a to bud’ zloZenie klasickej origami figurky z jedného harku
papiera (Boakes, 2009), (Golan a Jackson, 2009), (Golan, 2011), alebo zostavenie modelu
pomocou modularneho origami (Brady, 2008), (Morrow a Morrow, 2011), (Georgeson,
2011). Pri modularnom origami sa zo Stvorca papiera posklada jedna stavebna jednotka -
modul. Z niekolkych rovnakych modulov sa nasledne zostavi kone¢ny model, zvycajne
mnohosten.

Napaditost’ a nekonven¢nost’ niektorych predkladanych nadvrhov mozno ilustrovat’
pracou (Georgeson, 2011) zameranou na osvojenie si pojmov objem, povrch, zavislost’
a funkcia, uréenou Studentom ,,middle school®, teda zhruba Ziakom 2. stupna zakladne;j
Skoly. Praca zaujme netradi¢nou metddou merania objemu.

Zo Siestich §tvorcov papiera Ziaci zlozia Sest modulov a z nich zostavia kocku. Aby
dostali kocky roznej velkosti, pouziju sady rézne velkych harkov papiera. Ziaci sa
zaujimajii o zavislost’ objemu ziskanej kocky od dizky hrany §tvorca papiera pouzitého na
zloZenie modulu.

Na prvotné zmeranie objemu kocky pouziju ziaci netradi¢né objemové jednotky —
fazul’ky. Zaplnia fazulkami vytvoreni kocku apotom ich spocitaju. Vysledky
zaznamenaju (do tabulky 1 graficky) pre d’al$iu analyzu.

Objem kocky vypocitaju i ,klasicky*: kocku opatrne rozoberd, na zadhybovom
vzore modulu identifikuju Stvorec tvoriaci stenu kocky aurcia jeho plochu vo vztahu
k ploche celého harku. Nasledne vypocitaji objem kocky. Porovnaju a rozdiskutuju
vysledky ziskané ,,fazul’kovou* metodou a ,,klasicky*.

Medzi vysSie spomenutymi aktivitami st dve, o ktorych je potrebné sa zmienit
podrobnejSie. Kvoli ich systematickosti, dobe trvania a poctu osob ktorych sa tykali.

Zhodou okolnosti, jedna z aktivit sa orientuje na patranie po matematickych vztahoch
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vlastnych procesu skladania aukrytych v zahybovych vzoroch, bez snahy zlozit
akykol'vek origami model, kym druhd vyuziva na vyucCovanie matematiky skladanie

klasickych origami figtirok.

2.1 Origamics

University of Tsukuba (Univerzita v Tsukube, Japonsko) ponukala kurzy zamerané
na matematické stranky skladania papiera a zahybovych vzorov. Ugastnikmi kurzov boli
ucitelia zakladnych a strednych $kol azamerom bolo upevnit, precviéit' a aplikovat
znalosti ziskané na klasickych hodindch matematiky. Sucast'ou boli i popularne prednasky
pre Siroku verejnost’.

Tieto aktivity viedol profesor Kazuo Haga (pre zaujimavost, povolanim biolog).
Aby odlisil odbor zamerany na patranie po matematickych zékonitostiach spojenych so
skladanim papiera a vyndrajucich sa pri analyze vysledkov tohto skladania od klasického
origami, zaviedol prefi pomenovanie ,Origamics®. Pripona ,ics“ ma naznaovat,
V analdgii s ndzvami ako ,,mathematics, physics, ..., Ze ide o vedecku disciplinu (Haga,
2008).

Origamics sa od klasického origami 1iSi vo viacerych aspektoch. Origami vytvara
viac alebo menej verné trojrozmerné modely vtakov, zvierat, kvetov, lodi a podobne, kym
produktom origamics je harok papiera so zahybmi. Pracovny postup origami predstavuje
zlozenie papiera, d’alSie zlozenie, d’alSie ..., pricom tento proces skladania obsahuje
Minimalny alebo ziadny pocet roztvoreni papiera po predchadzajucom zloZeni. Naproti
tomu origamics zvyc€ajne predstavuje zlozenie papiera, vytvorenie zrete'ného zdhybu,
roztvorenie papiera, zlozenie papiera inym spdsobom, vytvorenie zretelného zahybu,
roztvorenie, ... .

Charakter problémov Studovanych v kurzoch origamics a spésob prace mozno
ilustrovat’ na nasledujucom priklade [Haga, 2008].

Stvorcovy harok papiera sa zloZi tak, Ze pravy dolny roh sa prilozi na stred hornej

hrany a vytvori sa zahyb.
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Obr. 6 Prva Hagova veta

Patranie po matematickom obsahu takého zloZenia papiera zaéina najdenim dizok
stran pravouhlého trojuholnika AEDF. K vysledku sa da dojst’ pouzitim Pytagorovej vety
arieSenim prislusnej kvadratickej rovnice. Nasledne sa podobnymi sposobmi najdu dizky
vyznamnych useciek v danom zlozenom objekte. Zistenia sa zhrnl do tvrdenia, napriklad
[Haga, 2008]:

Prva Hagova veta:

Jednoduchym zlozenim Stvorcového harku papiera, pri ktorom pravy dolny vrchol
l'ahne na stred hornej hrany, je kazdéa hrana Stvorca rozdelend vo fixovanom pomere, a to
(pozri obrazok 6):

a) Prava hrana je rozdelena bodom F v pomere 3:5.
b) Lava hrana je rozdelena bodom H v pomere 2:1.
c) Lava hrana je rozdelena bodom G v pomere 7:1.

d) Dolna hrana je rozdelena bodom H v pomere 1:5.

V skumani sa pokracuje tym, Ze za referenény bod pre priloZenie vrcholu sa nevyberie
stred hornej hrany, ale iny jej bod. V analédgii s predchddzajicim pripadom sa patra po
matematickych stvislostiach v takomto vSeobecnejSom pripade.

Pri analyze zdhybovych vzorov sa vyuziva napriklad Pytagorova veta, kvadratické
rovnice, rozsiahle poznatky o trojuholnikoch apodobne. Ulohy su teda vhodné pre

Studentov strednych kol a I'udi so stredoSkolskym alebo vysokoskolskym vzdelanim..
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2.2 Origametria

Pravdepodobne najorganizovanej$ie, najviac inStitucionalizované a najrozsirenejsie
vyucovanie pomocou origami je v Izraeli (Golan a Jackson, 2009) (Golan, 2011) . Uz viac
ako dvadsat’ rokov lektori vyskoleni Izraelskym origami centrom (Israeli Origami Center,
IOC) vedu na skoldch rézne programy vyuzivajuce origami, ktoré su zamerané na
rozvinutie schopnosti ziakov ucit’ sa.

Spociatku to bol program ,,Origami ako néstroj ucenia sa“ a lektormi boli va¢Sinou
I'udia s humanitnym ¢i umeleckym vzdelanim a zameranim. Hoci bol program uspesny,
postupom cCasu sa ukazalo, ze skoér ako trvat na samostatnom predmete venovanom
nastrojom ucenia sa je z dlhodobého hladiska prirodzenejSie a pre Uspech projektu
vhodnejsie zaclenit’ origami do konkrétneho predmetu Skolskych osnov, najprirodzenejsie
do predmetu geometria.

IOC preto preslo od programu ,,Origami ako nastroj ucenia sa*“ k programu
»Origametria®. Tento termin vznikol v IOC spojenim slov ,origami“ a ,,geometry*
a oznaCuje program zamerany na vyucovanie Skolskej geometrie pomocou origami.
Zaroven sa ukazalo, Ze pre tento program su vhodnejsi lektori s matematickym vzdelanim
ako predchadzajtci lektori s humanitnym zameranim.

Izraelské ministerstvo vzdelavania (Israeli Ministry of Education) tento program
formalne schvalilo v roku 2008 pre zdkladné Skoly a v roku 2010 pre materské Skoly.
Tyzdenne tak niekolko tisic Ziakov z desiatok zakladnych §kol v Izraeli (treba vSak
povedat, Ze nie zo vSetkych a ani nie z va¢siny) Studuje origametriu ako stcast’ svojich
ucebnych planov.

V stcasnosti tento program funguje pre ziakov zdkladnych §kol, existuju vSak plany
na jeho rozsirenie 1 na Skoly stredné.

Ucitelia origametrie na kazdej Skole Uzko koordinuji svoju ¢innost’ s ucite'mi
tradi¢nej matematiky, takZe nové témy sa ucia subezne na hodine origametrie i tradi¢nej
geometrie. To umozZnuje Ziakom hlbSie pochopit’ a I'ahko si zapamétat’ zdkladné pojmy
a poznatky z geometrie.

Po konzultéacii s uitelmi geometrie a Vv stlade so Skolskymi osnovami sa vyberie
téma, ktora sa bude vyucovat’. Ucitel' origametrie potom vyberie vhodny origami model.

Nepouzivaju sa vS§ak modely geometrickych telies, ale tradi¢éné modely zvierat ¢i akéné
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hracky, ktoré moézu ziaci povazovat za zabavné. Nie je dolezity konkrétny model,
geometria hotového modelu sa totiz zriedkakedy, ak vobec niekedy, analyzuje. Dolezity je
sposob, akym sa model sklada, analyzuje sa geometria poskladaného papiera na tom-
ktorom stupni skladania.

Pocas skladania modelu triedou ucitel’ zastavi proces po kazdom novom kroku, aby
si ziaci overili, ¢i mozu identifikovat’ nové priklady geometrického objektu (prvku) ktory
sa na danej hodine vyucuje, ¢i st tieto priklady rovnaké alebo odlisné od predchadzajucich
pripadov. Nepretrzité hladanie konkrétneho objektu pocas procesu skladania a jeho
opakované Studovanie z roznych stran a vV meniacich sa situaciach ulah¢uje a prehlbuje
pochopenie aosvojenie si geometrickych pojmov a pripravuje Studentov na prechod
K vy$$im urovniam abstrakcie v geometrii.

Na konci kazdej hodiny si ucitel’ overi, ¢i kazdy Ziak ziskal poznatky vyu¢ované na
danej hodine. Ziak si z kazdej hodiny okrem ziskanych poznatkov odnasa i poskladany
origami model, ktory sluzi ako motivacny nastroj (prvok) povzbudzujuci ziaka do d’alSieho
Studia.

Sposob prace s modelom origami na hodine origametrie mozno ilustrovat’ prikladom z
prace (Golan, 2011). Ziaci skladaju model (v tomto pripade tradi¢nti ¢insku kagicu) a po

niektorych krokoch odpovedaji na otazky kladené ucitel'om.

Q/\ PN

Krokl Krok 2 Krok 3 Krok 4
Krok 5 Krok 6 Krok 7 Krok 8 Krok 9
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Krok 10 Krok 11 Krok 12 Krok 13

Krok 14

Napriklad po 4-tom kroku ucitel’ polozil otazky:
1) Aké mnohouholniky viete néjst'?
Aké trojuholniky viete identifikovat'?
Aky typ uhlov viete najst'?
2) Aké st uhly v Stvoruholniku vytvorenom po vykonani tohto kroku
procesu skladania?
A po 6-tom kroku sa pytal:
1) Aké mnohouholniky viete ndjst'?
Aké trojuholniky viete identifikovat'?
Aké typy uhlov vidite v pat'uholniku?
2) Aky je celkovy pocet stupniov V patuholniku?

Otéazky pod ¢islom 1 su pre mladSich ziakov, tie pod ¢islom 2 pre starsich.

2.3 Niekol’ko poznamok na zaver

Prirodzene, nie je mozné ocakavat’, Ze skladanie papiera (origami) bude zaru¢enym
prostriedkom ktory zabezpeci, Ze sa matematika stane pritazlivejSou a zmysluplnejSou pre
vSetkych Ziakov zdkladnych a strednych $kol. Deti sice rady azo znacnym zaujatim

skladaji papier a na svoje vytvory su patri¢ne hrdé, no nie vSetci ziaci chcu pristupovat
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K uCeniu sa matematiky tymto spdsobom. Niektori, aj ked’ maji moznost’ nadviazat’ na
uvodné origami aktivity a pokracovat’ d’alej touto cestou, to uz neurobia (Brady, 2008).
Eisenberg a Nishioka (1997) prirovnali r6zne spdsoby a prostriedky matematického
vzdelavania k r6znym hudobnym nastrojom. Pokracujuc v tejto analogii argumentuju, ze:
»Hociktory z hudobnych ndstrojov prijme za svoj len zopar Studentov danej triedy ¢i skoly.
Napriek tomu sa vyznamné percento Studentov moze ocitnut v situdcii, Ze si v procese
svojho vzdelavania niektory z hudobnych nastrojov osvojili, a pre tych Studentov, pre
ktorych sa nastroj stava vasnou, moze toto ich zanietenie pre ndstroj vytvorit zaklad pre

zivot plny intelektudlneho rastu a tvorivosti (Eisenberg a Nishioka, 1997).
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3 Sprievodca aktivitami

Cielom predkladanej prace bolo navrhnut’ niekol'’ko uloh vyuzivajicich skladanie
papiera (origami) pri vyu¢ovani matematiky vo workshopovom formate.

Skladanie papiera predstavuje prakticki manudlnu ¢innost’ prevadzant s redlnym
materialnym objektom, ktord umoznuje experimentovat, merat, porovnavat, objavovat,
vizualizovat. Experimenty v ,laboratériu® predstavovanom harkom papiera sa svojou
»materialnostou podobajii experimentom vyuzivanym v projekte ,,Workshop Calculus*
na Dickinson College. Preto sa nam $tyl, v akom je napisany ,,Workshop Calculus* javil
ako vhodny i pre tvorbu nasich ,,sprievodcov aktivitami‘.

Po formalnej stranke sme sa teda inspirovali pracou ,,Workshop Calculus with
Graphing Calculators® (Hastings a Reynolds, 1999). Po obsahovej stranke (obsah ucliva,
stupenl narocnosti, spdsob radenia jednotlivych problémov, a pod.) sme Cerpali inSpirdciu
hlavne z uéebnic ,,Zaklady elementarnej geometrie* (Sedivy a Vallo, 2009), ,,Discovering
Geometry. An Investigative Approach® (Serra, 2008), ,Discovering Algebra. An
Investigative Approach® (Murdock a kol., 2007), ,,Discovering Advanced Algebra. An
Investigative Approach®“ (Murdock akol., 2004), ,Precalculus with Trigonometry.
Concepts and Applications® (Foerster, 2003) ako iz vlastnych skusenosti z povinnej
pedagogickej praxe.

Ulohy, obsiahnuté v nasich ,,sprievodcoch aktivitami predstavuju material vhodny
hlavne pre expozi¢nui fazu vyucovacieho procesu, v mensej miere pre fazu motivacnu.
Nevytvarali sme uplné a uzavreté vyucovacie jednotky, sustredili sme sa na uvodné Casti,
kde mozno vyuzit' skladanie origami modelu i ako isty motivaény prvok. Praca teda
neobsahuje (az na jednu vynimku) priklady a tilohy na precvi¢ovanie uciva a prehlbovanie
poznatkov ¢i pre pracu doma (domace ulohy), ked’ze by sa v podstate jednalo o ,klasické*
priklady pri ktorych sa vac¢Sinou realne neexperimentuje. To nebolo ciel'om préce.

Nasim zamerom bolo zahajit’ kazdy tematicky celok zlozenim vhodného modelu
origami, ktory by jednak sluzil ako isty typ motivacie pre ziakov, jednak by jeho zdhybovy
vzor alebo samotny model poskytol vhodny Startovaci bod pre Studium toho-ktorého
suboru pojmov.

Po stanoveni poziadaviek na model ¢i jeho zahybovy vzor sme hl'adali vhodnych

kandidatov v dostupne;j literatiire venovanej origami.
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Pre Gvod k Pytagorovej vete sme hladali zahybovy vzor , ktory by pripominal
obrazce vytvarané obkladackami v kupel'och, pohl'ad na ktoré, ako sa traduje, priviedol
Pytagora k jeho vete. Vhodny zahybovy vzor poskytol ,,Veternicek* (Wurst a Wurst,
2003).

Pre Start k $tadiu uhlov zostrojenych nad danou tseckou sme hladali zahybovy
vzor obsahujuci zvizky zdhybov prechadzajucich koncovymi bodmi tsecky. Vhodnym sa
ukazal model jedného z lietadiel (znamy z detstva). Jeho zahybovy vzor vSak obsahoval
iba jeden zvédzok zahybov. Preto sme pridali eSte jednu vrstvu papiera tym, Zze sme pred
Standardny postup skladania predradili ako prvy krok zlozenie papiera napoly. V dosledku
toho sme ziskali pozadovany zdhybovy vzor s dvoma zvizkami zahybov.

Ako vhodny Startovaci model k postupnostiam sa ukazal model ulity s jej postupne
sa skracujucimi obvodovymi tiseCkami (Maekawa, 2008).

Po Startovacich ulohach nasleduju série uloh, ktoré vyuzivaju skladanie papiera na
overenie, spresnenie, prehibenie a rozsirenie poznatkov ,,vynorivsich sa“ v prvych tlohéch,
na pohlad na tieto pojmy zinej strany, ¢i, opierajuc sa o zndme pojmy, Maji doviest
ziakov k d’al$im novym pojmom z danej teoretickej oblasti.

Priklady uvadzané v praci sme vymyslali samostatne. S va¢s$inou z nich alebo s im
podobnymi sme sa v priebezne Studovane] 1nasledne prezretej literatire nestretli.
K niektorym vSak existuji priklady podobné. K ulohe o obratenej Pytagorovej vete,
in$pirovanej staroegyptskymi ,,napinaémi povrazov®, existuje podobny priklad v ucebnici
,Discovering Geometry™ (Serra, 2008). Z celej plejady existujucich dokazov Pytagorove;
vety sme ako najvhodnejsi pre realizaciu pomocou skladania papiera vybrali ten
pochéadzajuci od indického matematika Bhaskara. S pocitanim vrstiev papiera pomocou
V nich prerazenych dier sme sa stretli v knihe ,,Math Wise!* (Overholt a Kincheloe, 2010).

Kvoli tspore miesta nie je v sprievodcoch aktivitami ponechané dostatocné miesto
na vpisovanie reakcii, nazorov a odpovedi ziakov. Potrebné miesto si vSak zdujemca moze
podrla potreby l'ahko vytvorit.

Co najviac informacii o tom, k ¢omu dané tloha smeruje, o je jej zamerom, preco
ju maju ziaci plnit sme sa snazili sustredit’ do textu pre Studentov nachédzajiceho sa
bezprostredne pred konkrétnou tlohou. Informacie o tom, ¢o oCakavame, ze ziaci rieSenim
danej ulohy mali konkrétne dosiahnut, aky je predpokladany vysledok, ktory mali ziskat
a zamysSlany poznatok, ktory si mali Ziaci osvojit su obsiahnuté v texte pre Studentov
umiestnenom bezprostredne za danou lohou, sumarizujucom ¢innost’ Ziakov pri rieSeni

danej tulohy. Tieto texty predstavuju implicitné metodické informacie pre ucitelov.
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Potrebné informacie, neobsiahnuté v tychto textoch auréené vyhradne ucitelom, su

explicitne uvedené ako ,,Informdcie pre ucitel'a” a v materidloch dodanych Studentom sa

nevyskytuju.
Podla su¢asného vzdelavacieho planu je téma 3.2 vhodna pre Ziakov 7. ro¢nika ZS,

téma 3.3 pre Ziakov 8. roénika ZS a téma 3.4 pre Ziakov 3. a 4. ro¢nika strednych §kol.

3.1 Ak vieme dobre poskladat’ papier, vieme dobre poskladat’ i mnohé
iné veci,
alebo

prinos origami pre prax

Material publikovany spolo¢nost'ou Johnson a Johnson, s.r.o., priniesol ¢lanok
w LA 4

Dnes sa srdce lieci angioplastikou
rovnako ¢asto ako bypassom

ktory informuje o alternativnych spdsoboch liecby srdcovych ochoreni.

Srdcovy sval potrebuje pre svoju pracu vela energie. Energia sa uvoliuje
v srdcovych bunkéach iba ak maju dostatoény privod kyslika. Kyslik sa dostava k tymto
bunkam okyslicenou krvou cez krvné riecisko.

Ak je srdcovy sval nedostatocne zasobovany okyslicenou krvou, jeho mensia alebo
vicsia Cast’ odumiera a vzniké infarkt srdcového svalu. Pri¢inou nedokrvenosti srdcového
svalu je zniZenie prietoku krvi prisluSnou tepnou alebo jeho uplné zablokovanie
usadzovanim tukovych latok na stene tepny a vapenatenie steny tepny.

Potrebny je rychly zasah. Mozné s r6zne spdsoby liecby.

Koronarny by-pass je operacny zakrok vyzadujuci otvorenie hrudnika. Upchaté
miesto na tepne sa premosti (obkroc¢i) novou cievou, najcastejSie kuskom zily odobratej zo
stehna ¢i lytka. Tym sa pre krv vytvori ,,obchadzka®, ktora jej umoznuje obist’ zablokovanu
Cast’ tepny a pokracovat’ d’alej na potrebné miesto.

Alternativnou metodou lieCby je korondrna angioplastika. Je to zakrok, pri ktorom
sa pomocou malého vpichu, najCastejsSie cez stehennu tepnu, zavedie do ciev tenkd makka
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trubicka (katéter) s malym balonikom na konci. Balonik sa cievnym systémom dopravi na
postihnuté miesto tepny. Lekar pomocou nafuknutia balonika natla¢i usadeniny na stenu
tepny a tym rozsiri jej vnatro. Balonik ma vacSinou na svojom povrchu mala pletivovi
rarku vyrobenu z kovu alebo plastu (endoprotézu nazyvanu stent), ktord sa nafiknutim
balonika roztiahne a pdsobi ako vystuz cievne] steny. Nakoniec sa balonik sfikne
a vytiahne. Roztiahnuty stent zostane v cieve natrvalo a brani jej opatovnému zazeniu.

Channel size reduced by blockag Channel opened with stent

Obr. 7 Prierez cievy ¢iasto¢ne zablokovanej usadeninami a spriechodnenej
implantovanim stentu. Pramen: <http://www.heartsite.com/html/stent.html>

Uloha 1: Ak by ste museli takyto lekarsky zikrok podstapit’, ktorej z tychto metéd by

ste dali prednost’ a preco?

Uloha 2: Prenasat’ zloZzené, pouzivat’ rozloZené

Krok 1. Viete vymenovat niekol'’ko bezne pouzivanych predmetov, ktoré prenasate alebo
skladujete v priestorovo Gspornej forme a Vv pripade potreby ich jednoduchym

postupom pripravite na pouzitie?

Krok 2. Viete si predstavit’ valcovitu konstrukciu, ktora pri tlaku zvnutra zvacsi svoj
priemer pri zachovani vysky? Svoju predstavu opisSte, nacrtnite, popripade

zhotovte model.

Krok 3. Hovori vam nie¢o slovo ,,origami“? Co si pri poéuti tohto slova predstavite?

* * *

Slovo ,,origami““ vzniklo spojenim japonskych slov ,,oru“, ¢o znamena ohybat a
»kami“, ¢o znamena papier. Doslovny vyznam slova origami je teda ohybanie papiera.
Dnes toto slovo slizi na pomenovanie starobylého umenia skladania realistickych modelov
roznych objektov z jedného kusu papiera, bez strihania, lepenia alebo farbenia.

* X *
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Uloha 3: Skikajica Zaba.

a) Podl'a instruktdzneho videa, napriklad zo stranky www.ukazmiako.sk/origami/ si

poskladajte model skakajicej zaby.

b) Moze podla vas toto umenie skladania papiera byt nejako spojené s matematikou?

* * *

Ludia dlho intuitivne tu$ili uzku vdzbu medzi origami a geometriou. IntenzivnejSia
matematizacia skladania papiera vSak odstartovala az v druhej polovici minulého storodia,
ked’ sa podarilo identifikovat’ uplny systém siedmich elementarnych operacii - siedmich
navzdjom rozdielnych spdsobov ako k uz existujicim hrandm a zdhybom jednozna¢nym
a reprodukovatelnym sposobom pridat’ zdhyb novy. Skladanie itoho najzlozitejSieho
origami modelu bolo teraz mozné rozlozit’ na postupnost’ tychto elementarnych operacii.

Zapojenie matematiky do popisu a studia origami umoznilo vyuzit' pocitaée a
cielene navrhnit' a poskladat ovela prepracovanejsSie, detailnejSie a sofistikovanejsie
modely ako to umozinovalo klasické origami. No toto spojenie prinieslo i praktické
benefity.

V tejto Casti sa oboznamite s niektorymi pripadmi, ked’ poznatky ziskané pri §tadiu
skladania papiera (origami) pomohli vyriesit' problémy, ktoré sa vyskytli v technike
amedicine. Na konkrétnych prikladoch uvidite, Ze matematika (v naSom pripade
matematika spojend s origami) prinasa prakticky uzitok v beZnom Zivote.

V prvej ulohe budete skladat’ a rozkladat’ harky papiera. Pouzijete r6zne spOsoby,
akymi mozno héarok poskladat. Potom budete rozne poskladané harky rozkladat’, pricom
sustredite pozornost’ na sposob a obtiaznost s akou mozno zlozené harky rozlozit do

povodného tvaru.

Uloha 4: Nie je poskladany papier ako poskladany papier.

Krok 1. Vezmite tri harky papiera formatu A4. Dizky hran harku A4 st takmer presne

V pomere 7:5.
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a. Prvy harok poskladajte sposobom, akym bezne skladate dopisy. Len ho prehnete
viackrat. Postupne zlozte harok napoly horizontdlne, napoly vertikalne, napoly

horizontéalne a napoly vertikalne.

l L

b. Druhy harok poskladajte ako turistickit mapu. Najprv zloZte papier ako harmoniku
so zdhybmi rovnobeznymi s dlhSou stranou harku. Pouzite Styri zahyby, takze
vznikne pitvrstvova ,,paska“ s pomerom dizky k $irke 7:1. Polohu prvého zahybu
zistite odmeranim, alebo ju Go najpresnejsie odhadnite. DalSie zahyby uz urobite
lahko. Ziskant ,,pasku‘ opét’ zlozte ako harmoniku. Pouzite Sest’ zdhybov kolmych

na dlhsiu hranu ,,pasky®. Vznikne 35-vrstvovy stoh papiera.
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c. Treti harok poskladajte trochu netradicnym sposobom. Zacnite tak, ako
v predchadzajucom pripade. Harok poskladajte rovnobezne s dlhSou hranou na
sposob harmoniky na pat'vrstvova ,,pasku. Dalej sa viak uz sposob skladania bude
lisit’ od predchédzajuceho. Pasku prehnite tak, ze pravy okraj prilozite na lavy,
posuniete ho spit’ na vzdialenost’ rovnu §irke pasky a potom mierne nadol tak, ze

obe &asti prehnutej pasky budu zvierat uhol priblizne 10° a pritlacte.

| (I gl

Kratsi koniec opét’ prehnite v jednej tretine od predchadzajiiceho zahybu tak, ze

vznikne rovnobeznik a pokracujte d’alej na spésob harmoniky.

R — B

Harok opatrne rozlozte. Uvidite nasledujtici zéhybovy vzor.

Papier znovu opatrne poskladajte, ale teraz obratte (zmeiite) poradie skladania.
Najprv skladajte harmoniku podl'a vertikalnych zdhybov, ktoré vSak uz teraz nie su

priame ale predstavuju ,,cik-cak* krivky, az potom podl'a horizontalnych.
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Vysledok opat’ vyzera ako harmonika, no teraz je vytvorena inym sposobom ako

predchadzajuca.

ol

Krok 2: Vezmite poskladané harky, ktoré ste zlozili v kroku 1 a opatrne ich rozkladajte.
Hradajte r6zne spdsoby, ako mozno jednotlivé typy poskladanych harkov
bezpecne rozlozit’ do podvodného tvaru. VSimajte si a ohodnot’te priebeh, sposob
a zlozZitost’ jednotlivych spdsobov rozloZenia konkrétnych typov poskladanych

harkov. Svoje zistenia sformulujte pisomne.

* * %

V predchadzajucej ulohe ste skiimali proces rozkladania harku papiera zloZeného do
malého plochého balicka réznymi sposobmi skladania. Zistili ste, Ze rozloZenie
poskladaného dopisu predstavuje pomerne zlozity proces zahfiajici viacero krokov
a preruSovany pohyb jednotlivych casti harku. ZloZenu turistickli mapu mozno rozlozit
ovela jednoduchsie, tahanim za diagonalne umiestnené rohy harku, ktoré sa nachadzaju na
hornej a dolnej stene zlozeného balicka. RozloZenie predstavuje dvojstupnovy proces, ked’
sa najprv harok roztvori v jednom smere apotom v druhom. Harok zloZeny tretim
sposobom sa rozklada najjednoduchsie. Pri tahu za diagonélne umiestnené rohy harku sa
harok roztvara synchronne, jednym plynulym pohybom.

Posledne spominany sposob skladania rovinnych membran navrhol profesor Koryo
Miura z Institute of Space and Astronautical Science, Univerzity v Tokiu. Po niom bola tato

metdoda pomenovana ako ,,Miura-ori, teda Miurovo skladanie ¢i Miurovo zloZenie
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(Pellegrino a Vincent, 2001). Ked'ze pri skladani arozkladani ,,Miura-ori* Struktary
nedochédza k ohybaniu ¢i skrucaniu rovinnych plosok medzi zdhybmi a zlozent Struktaru
mozno l'ahko rozlozit plynulym jednosmernym tahom za jeden vrchol, ukazal sa tento
sposob skladania zaujimavym pre japonsky vesmirny program. Ulohou bolo poskladat
panely slne¢nych batérii do malého balicka, aby zaberali ¢o najmenej miesta pocas
dopravy satelitu na obeznt drahu. Po dosiahnuti obeznej drahy bolo potrebné tieto panely
¢o najjednoduchs$sim spdsobom bezpecne rozlozit do pdvodného tvaru. Pouzitelnost
Miurovej metddy skladania panelov slne¢nych batérii bola Gspesne otestovana vo vesmire

roku 1995.

Obr. 8 Experiment so solarnymi panelmi na palube Space Flyer Unit (Miura 2009)
V nasledujlicej tlohe sa oboznamite s d’al§imi prikladmi vyuZitia poznatkov

ziskanych pri Stadiu origami na rieSenie réznych problémov, ktoré pred inzinierov

a dizajnérov stavia prax.

Uloha 5: Prinos skladania papiera pre rieSenie praktickych problémov v réznych

oblastiach Pudskej ¢innosti.

Krok 1. Pozrite si videozaznam prednasky venovanej roznym aspektom origami. Pocas jej

sledovania (v pripade potreby opakovaného) identifikujte oblasti praktickej
36



'udskej ¢innosti, v ktorych naslo origami uplatnenie. (Vhodna je napriklad
prednaska R. Langa, ktort mozno néjst’ na internete

www.ted.com/talks/lang/sk/robert lang folds way new origami.html

Krok 2. Svoje individudlne zistenia si navzajom porovnajte diskusiou v kolektive.

* * *

Praca na predchadzajucej ulohe vas priviedla k zisteniu, ze teoretické znalosti, konkrétne
postupy a zrucnosti ziskané pri ohybani a skladani papiera podla pravidiel origami
nachddzaju uplatnenie v situaciach, ked je potrebné roézne objekty ucelne poskladat’ do
malého priestoru pocas ich transportu na miesto urcenia, po dosiahnuti ktorého musia byt
automaticky abezpecne znova rozlozené. Cielové oblasti, kam maju byt objekty
dopravené, su rézne. Moze to byt obezna draha Zeme, miesto zrazky automobilov, ¢i
artéria v l'udskom tele.

Podla pravidiel origami sa napriklad skladaju airbagy do malych balickov za
pristrojovi dosku automobilu, odkial musia v pripade potreby rychlo a spolahlivo
expandovat’ do pozadovaného tvaru, ako 1 stometrova SoSovka vesmirneho d’alekohladu,
ktorti musi neposkodent na obeZznu drdhu vyniest’ raketa s priemerom trupu zhruba Styri
metre, €1 arteridlny stent, ktory je potrebné dopravit do zuZeného miesta artérie, kde

expanduje a takto roztiahne artériu, ¢im zlepsi prietok krvi.

Obr. 9 Po¢itacova simulacia nafuknutého airbagu. Prameii:
http://web.iitd.ac.in/~achawla/femesh.htm>
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Obr. 10 Prototyp EyeGlass s Robertom Langom v popredi Prameii:
http://www.langorigami.com/science/eyeglass/eyeglass.php4

‘Coronary arter
leacted antha
surface of the heart

Obr. 11 Umiestnenie stentu v upchatej artérii. Pramer:
http://www.nhlbi.nih.gov/health/dci/Diseases/Angioplasty/Angioplasty howdone.html

V nasledujicej tlohe sa s niektorymi praktickymi aplikdciami poznatkov o origami

oboznamite podrobne;jsie.
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Uloha 6. Priprava prezentacii prikladov vyuZitia origami v praxi (méZe byt aj ako

domaca uloha).

Krok 1: Kazda skupina si vyberie jednu z praktickych aplikacii origami, ktoré ste
identifikovali v predchadzajtcej tlohe. O vybranej aplikacii pripravte kratku (asi
15 minatovl) prezentaciu. Pri priprave vyuzite internet, pripadne knizné ¢i

casopisecké zdroje.

Vo svojej prezentacii:

a) Stru¢ne nacrtnite, aky prakticky problém bolo treba riesit’ a preco ho bolo treba
riesit.

b) Uvedte, ako k rieSeniu problému prispeli poznatky o origami, pripadne kto sa
0 rieSenie problému zasluzil.

¢) Pripadne sa kratko a jednoducho mozete zmienit o tej Casti ,,origami matematiky*,

ktora tvorila teoreticky zaklad rieSenia problému.

Krok 2: Vysledky svojho skiimania prezentujte pred kolektivom.

3.2 Pytagorova veta

Uloha, zadana Ziakom $koly pre pisarov, zaznamenana pred viac ako 3 500 rokmi

klinovym pismom na babylonskej hlinenej tabul'ke (Friberg, 2007):

., Tyc. 30 jednotiek dlha, pri stene zvislo postavena.
Hore, 6 jednotiek skizla nadol,

dole, ako daleko sa odsunula?”
Aby boli schopni problém vyriesit, museli mat’ starobabylonski Studenti uz viac

ako tisic rokov pred Pytagorom poznatky, ktoré dnes sthrnne oznacujeme terminom

»Pytagorova veta“.
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Obr. 12 Tato starobabylonska tabul’ka, nazyvana Plimpton 322, datovana medzi
rokmi 1900 a 1600 pred nasim letopo¢tom, uvadza niekol’ko vysSich pytagorejskych
trojic, napr. 1679-2400-2929 (Serra, 2008).

Z mnohych babylonskych tabuliek, staroegyptskych nalezov, indickych a ¢inskych
zaznamov vyplyva, ze l'udstvo poznd rozne aspekty Pytagorovej vety uz priblizne 4000
rokov. Zobrazenia v hieroglyfickom $tyle napriklad naznacuju, Ze staroveki Egyptania
pouzivali mechanicki pomdcku, povraz s uzlami, pomocou ktorého ,,napina¢i povrazu*
vytyCovali pravy uhol pri vyznacovani zdkladov vyznamnych stavieb alebo pri znovu
rozdel'ovani pozemkov po kaZdoro¢nych nilskych zaplavach. Schopnost” pouzit' takuto
pomdcku predpokladd znalost’ aspont zakladnych faktov o vztahu medzi pravouhlostou

trojuholnika a dizkami jeho stran.

Sl

2l

&

Obr. 13 Staroegyptski napinaci povrazu (Serra, 2008)

Po celu dobu Pytagorova veta pritahovala odbornikov iamatérov, ktori jej platnost

dokazovali r6znymi origindlnymi sposobmi. Vysledkom tohto snazenia je, Ze dnes existuje
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viac ako 200 rdéznych dokazov Pytagorovej vety. Medzi nimi su konstrukcie pochadzajuce
od Pytagora, Euklida, autora Mony Lizy Leonarda da Vinciho, anapriklad i od 20.
prezidenta USA, Jamesa A. Garfielda (v dobe publikovania bol este len kongresmanom)
(Sparks, 2008).

v Traduje sa, Ze Pytagoras priSiel na pravidlo,
9 ktoré spaja dizky stran pravouhlych
trojuholnikov  a ktoré dnes nazyvame
‘\ »Pytagorova  veta®, pri  pozorovani
rozlozenia dlazdic na dlazkach kupelov.

Jeden zbeznych vzorov vytvaranych

A dlazdicami na stenach a dlazkach kapelov

S antického Grécka ilustruje obrazok.

V nasledujtcich aktivitach sa oboznamite s Pytagorovou vetou trochu podrobnejsie.
Namiesto dlazdicovych vzorov budete skiumat’ zadhybové vzory, ktoré vznikna na harku
papiera poskladanim vhodného origami modelu. Na zaklade poznatkov zo svojho
experimentovania so skladanim papiera zistite, co Pytagorova veta hovori a potom
dokazete jej platnost. Overite si, €i plati i obratend veta k vete Pytagorovej. Na zaver sa
pozriete na to, ¢i mozno Pytagorovu vetu zovSeobecnit’, to znamena, ¢i mozno rozsirit’ jej

platnost’ i na objekty iné neZ pre aké bola pdvodne vyslovena.

Svoje oboznamovanie sa s Pytagorovou vetou zacnete tym, Ze z harku papiera
poskladate veternik. Po jeho opatrnom rozlozeni dostanete zahybovy vzor s mnozstvom
geometrickych utvarov. Sustredite sa na (vyberiete si) jeden z pravouhlych trojuholnikov.
Analyzou jeho okolia zistite, aké geometrické utvary priliehaji k strandm vybraného

trojuholnika a ndjdete vztah spéjajuci tieto utvary.

* * %
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Uloha 1. Papierovy veternik a Pytagorova veta

Krok 1. Z harku papiera podl'a prilozené¢ho navodu poskladajte papierovy veternik

Krok 2. Veternik opatrne opat’ rozlozte

Krok 3. Pozrite si zahybovy vzor, ktory ste dostali po rozlozeni veternika. Vidite na iom
§tvorce, ich uhlopriecky, trojuholniky. Co mézete povedat’ o najmensich

trojuholnikoch?
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Krok 4. Vyberte jeden maly pravouhly trojuholnik. Pahko zbadate, Ze jeho strany maja
nad sebou Stvorce. Kol'’ko malych pravouhlych trojuholnikov obsahuja jednotlivé
Stvorce?

Co z toho plynie pre obsahy tychto §tvorcov? Vyslovte hypotézu.

* X *

Pri plneni predchadzajucej ulohy ste po rozlozeni veternika ziskali nasledujuci zdhybovy
vzor

Zistili ste, ze vdaka postupu vytvarania zdhybov su najmenSie (zékladné)
trojuholniky pravouhlé, rovnoramenné anavzdjom zhodné.  Nech je vybranym
trojuholnikom ABC. Pri pozornejSom pohlade ste zistili, Ze Stvorce nad stranami AC a BC
obsahujui po dva zakladné trojuholniky. Stvorec nad stranou AB obsahuje §tyri takéto
trojuholniky. Z toho vyplyva, ze pre Studovany rovnoramenny pravouhly trojuholnik obsah
Stvorca nad stranou AB (prepona) sa rovna suctu obsahu Stvorcov nad stranami AC a BC
(odvesny).

V nasledujtcej tlohe sa od rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov posuniete
k Tubovol'nym pravouhlym trojuholnikom. Pravouhlé trojuholniky zostrojite ohybanim
harku papiera. Odmeriate dizky stran tychto trojuholnikov a vypo¢itate ich druhé mocniny.
Ziskané vysledky vam umozZznia vyslovit' domnienku o vztahu medzi druhymi mocninami

dizok stran P'ubovolného pravouhlého trojuholnika,

* * *
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Uloha 2. Di’ky stran pravouhlého trojuholnika

Krok 1. Vytvorte zahyb zahnutim a opdtovnym vyrovnanim rohu harku papiera. Zahyb
a Casti hran papiera tvoria pravouhly trojuholnik, pricom zahyb je prepona a cast’

hran papiera odvesnami.

Krok 2. Zmerajte dizku zahybu a dizky ¢asti hran papiera, tvoriace trojuholnik

a zaznamenajte ich do tabul'ky. Merania zopakujte pre viacero trojuholnikov

Trojuholnik DiZka 1. odvesny Dizka 2. odvesny DiZka prepony
(zahybu)

A Il I A B

Krok 3. Vypogitajte druhé mocniny dizok odvesien a prepony pre jednotlivé trojuholniky

zaznamenané v Kroku 2 a vysledky zapiste do tabul’ky

Trojuholnik Stvorec dizky 1. Stvorec dizky 2. Stvorec dizky
odvesny Odvesny prepony (zahybu)

ANl Bl B A
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Krok 4. Pouzite ziskané vysledky na potvrdenie alebo vyvratenie predpokladaného vzt'ahu

medzi diZkami odvesien a diZkou prepony.

* * *

V predchédzajucej ulohe ste zistili, Zze pravdepodobne pre Tubovolny pravouhly
trojuholnik je su¢et druhych mocnin diZok odvesien rovny druhej mocnine dizky prepony.
V nasledujtcej ulohe tento predpoklad dokazete. Budete skladat’ harky papiera. Vytvorite
tak rozne zahybové vzory. Zistite, aké rovinné Utvary ste zahybmi na harku papiera
vytvorili. Na zaklade tejto analyzy budete schopni pomocou obsahov tutvarov na

zahybovom vzore dokazat’ Pytagorovu vetu.

* * *

Uloha 3. Dokaz Pytagorovej vety pomocou zahvbovych vzorov.

Krok 1. Na §tvorci papiera vytvorte zahybovy vzor nasledujucim sposobom.

A B A E B A E B
H F H F
D C D G C D G C

Vezmite Stvorec papiera ABCD.

Ohnutim papiera napoly vytvorte zahyby Stvorca kolmé na jeho strany. Priese¢niky
zahybov a stran oznacte ako E, F, G, H.

Vytvorte zahyby EF, FG, GH, HE.

Krok 2. Analyzujte vytvoreny zdhybovy vzor. Berte pritom do uvahy, akym spésobom bol

vzor vytvoreny.

a) Aké geometrické utvary vytvaraju zahyby na harku papiera?

b) Co moézete povedat o trojuholnikoch AEFB, AFGC, AGHD, AHEA? Zdbvodnite.
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€) Aky utvar predstavuje Stvoruholnik EFGH a preco?

d) Mozete najst’ nejaky vztah medzi obsahom Stvorca ABCD a obsahom utvarov na

fiom vytvorenych?

Krok 3. Nech sa diZka usecky EF rovna c. Dizka EB nech je a.

a) Vyjadrite obsahy jednotlivych Gtvarov pomocou a a c.

b) Napiste vztah medzi obsahom Stvorca ABCD aobsahmi viiom vytvorenych
utvarov pomocou aac. Rovnicu upravte na ¢o najjednoduchsi tvar. Aky je

vysledok?

Krok 4. Vytvorte novy zdhybovy vzor nasledujucim sposobom

Vezmite Stvorec papiera ABCD. Ohnutim vytvorte zahyb EE' kolmy na strany AB

a CD, ktory teraz nie je osou Stvorca.
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Harok ohnite okolo uhlopriecky BD a takto prehnuty ho ohnite este okolo zdhybu EX
a E'X. Po otvoreni harku sa ukaze zdhyb HH".

A E B
F F E
H H
H
D E G C
D G C

Harok ohnite okolo uhlopriecky AC a prislusnych casti zahybov EE', HH'. Po otvoreni
harku sa ukazu zahyby FF', GG'. Vytvorte zahyby EF, FG, GH, HE.

Krok 5. Analyzujte vytvoreny zdhybovy vzor. Berte pritom do Givahy, akym

spdsobom bol vzor vytvoreny.

a) Aké geometrické utvary vytvaraju zahyby na harku papiera?
b) Co mozete povedat o trojuholnikoch AEFB, AFGC, AGHD, AHEA a pre¢o?

c) Aky utvar predstavuje Stvoruholnik EFGH a preco?
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d) Mozete najst’ nejaky vztah medzi obsahom Stvorca ABCD a obsahom utvarov na

flom vytvorenych?

Krok 6. Nech sa dizka usecky EF rovna c. Dizka EB nech je a a EF b.

a) Vyjadrite obsahy jednotlivych Gtvarov pomocou a, b a c.

b) Napiste vztah medzi obsahom S$tvorca ABCD aobsahmi viom vytvorenych
utvarov pomocOu @, bac. Vyraz upravte na ¢o najjednoduchsi tvar. Aky je

vysledok?
* * %

V predchédzajucej tUlohe ste dokézali, postupujuc od jednoduchSieho pripadu
rovnoramenného trojuholnika k zlozitejSiemu pripadu vSeobecného trojuholnika, ze ak je
trojuholnik s dizkami strdn a,b,c pravouhly ac je jeho prepona, potom plati rovnica
(Pytagorova veta) a* +b* =c”.
Ak Pytagorovu rovnicu i+ j? =k? spliiaji prirodzené &isla (i, j, k) nazyvaja sa

pytagorejska trojica.
Uvéadzame niekol’ko prikladov pytagorejskych trojic: 3-4-5, 6-8-10, 9-12-15, ...

5-12-13, 10-24-26, 15-36-39,...

7-24-25, 14-48-50,...

8-15-17, 16-30-34,...

V nasledujiicej ulohe zostrojite z papierovej pasky trojuholnik s dizkami stran
rovnymi pytagorejskej trojici ¢isel. Odmeriate hodnotu najvécsieho uhla v trojuholniku. Na
zaklade vysledkov budete schopni vyslovit domnienku (predpoklad), ¢i trojuholnik
s dizkami stran spiiajucimi podmienku a? +b? =c? je alebo nie je pravouhly, teda ¢&i plati

aj obratena Pytagorova veta.
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Uloha 4. Plati obritena Pytagorova veta?

Krok 1. Vyberte si jednu z pytagorejskych trojic (i, j, K). Na dlhej papierovej paske
vyznacte ohybanim na spdsob ,,harmoniky* i+ J + Kk rovnakych usekov. Zretel'ne
oznadte zahyby oddelujuce tseky dizky i, j a k. Jednotkovy tsek vyberte

dostato¢ne dlhy, aby boli nasledujuce merania o najpresnejsie

Krok 2. Pasku stocte do kruhu tak, Ze zaciatok prvého useku 'ahne na koniec posledného

a pasku zlepte (zospinkujte, zosite, ...)

VAN

Krok 3. Pasku vo vyznacenych bodoch t'ahajte tak, ze useky medzi tymito bodmi sa napn

a vyrovnaju. Vznikne trojuholnik.

Y
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Krok 4. Zmerajte najvacsi uhol a vysledok zapiste do tabulky

Trojuholnik i-j-k Velkost’ najvicsieho uhla (oproti najdlhsej

strane)

Krok 5. Vyberte si d’al$iu pytagorejsku trojicu ¢isel a kroky 1 az 4 opakujeme s novymi

dizkami (1,m,n).

Krok 6. Porovnajte vysledky ziskané pre rozne pytagorejské trojice a na zaklade ziskanych
vysledkov vyslovte hypotézu o platnosti alebo neplatnosti obratenej Pytagorove;j

vety.

* * *

Priamym meranim ste si overili, Ze pravdepodobne plati aj obratena Pytagorova veta, teda,
ze trojuholnik, ktorého dizky stran spliaju rovnicu a®+b* =c? je pravouhly. Dokaz
tentoraz nechame na neskor.

V nasledujticej ulohe nahradite Stvorce nad stranami pravouhlého trojuholnika
inymi rovinnymi utvarmi. Ur€ite obsahy tychto utvarov a ich vzdjomné vztahy. Na zaklade
ziskanych udajov budete schopni vyslovit’ tvrdenie o platnosti ¢i neplatnosti ekvivalencie
medzi obsahom Utvaru zostrojeného nad preponou a sti¢tom obsahov utvarov zostrojenych

nad odvesnami pravouhlého trojuholnika i pre iné utvary ako Stvorce.

* * *

Uloha 5. Ak nahradime $tvorce nad stranami pravouhlého trojuholnika inymi

utvarmi, bude platit’ Pytagorova veta i pre ne?

Krok 1. Vezmite tri §tvorce papiera, dizky hran ktorych predstavuju niektora
z pytagorejskych trojic &isel. Stvorce prilozte vrcholmi k sebe tak, e ohrani¢ujt

pravouhly trojuholnik.
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Krok 2. Vezmite d’alSie tri $tvorce papiera, zhodné s tymi prvymi a prilozte ich k vol'nym

hranam Stvorcov ohranicujucich trojuholnik.

a) Co modzeme povedat’ o obdiZznikoch, ktoré takto vznikli a o ich obsahoch?

b) Aky je pomer diZok stran v jednotlivych obdiznikoch? Co z toho vyplyva?

Krok 3. Teraz vezmite len jeden $tvorec a predizte nim obdiznik nad prislusnou odvesnou

trojuholnika.

a) Co mézete povedat o obdiznikoch, ktoré takto vznikli a 0 ich obsahoch?

b) Aky je pomer dizok stran v jednotlivych obdiznikoch? Co z toho vyplyva?
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Krok 4. Povodné §tvorce ohnite okolo uhlopriecky tak, ze jeden z vol'nych vrcholov 'ahne
na vrchol trojuholnika. Co mozZete povedat’ o takto vzniknutych trojuholnikoch

a o ich obsahoch?

Krok 5. Vytvorené trojuholniky ohnite este raz tak, ze i posledny vol'ny vrchol 'ahne na
vrchol pravouhlého trojuholnika. Co mézete povedat o vyslednych

trojuholnikoch a ich obsahoch?
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Krok 6. Predchadzajice vysledky zhriite do tvrdenia, ¢i analogia Pytagorovej vety
plati/neplati pre plochy tGtvarov zostrojenych nad preponou a odvesnami

pravouhlého trojuholnika, ktoré su iné ako Stvorce.

* X *

Posledna uloha vas priviedla k zisteniu, ze aj pre iné utvary (nielen Stvorce) zostrojené nad
stranami pravouhlého trojuholnika je sucet obsahov utvarov nad odvesnami rovny obsahu
utvaru nad preponou. No utvary zostrojené nad preponou a odvesnami musia byt

pravdepodobne podobné. Tento predpoklad si overite plnenim prvej z domacich uloh.

* * %

Ukazka moznych domacich uloh

Domaca uloha 1. Pytagorova veta nielen pre Stvorce

Pévodna Pytagorova veta hovori, ze sucet ploch Stvorcov zostrojenych nad
odvesnami pravouhlého trojuholnika je rovny ploche Stvorca zostrojené¢ho nad preponou.

V poslednej skolskej ulohe ste zistili, ze rovnaké tvrdenie plati ipre plochy
rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov zostrojenych nad odvesnami a preponou iné¢ho
pravouhlého trojuholnika.

Preverte ¢i rovnaky vztah plati 1 pre in€ rovinné utvary. Zostrojte (narysujte) rozne,
navzajom podobné tvary nad stranami pravouhlého trojuholnika. Starostlivo zmerajte alebo
vypocitajte ich plochy a porovnajte ich navzajom.

Pripravte prezentdciu vaSich vysledkov. Prezentacia by mala obsahovat’ nacrtky
pravouhlych trojuholnikov s vami Studovanymi utvarmi zostrojenymi nad ich stranami,
vysledky vypoctov alebo merani ich ploch, stru¢né vysvetlenie ako ste plochy zistovali
a zhodnotenie ¢i obdoba Pytagorovej vety pre tieto Utvary plati.

(Pomodcka: Zacnite s pravidelnymi mnohouholnikmi zostrojenymi nad stranami

pravouhlého trojuholnika.)
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Domaca uloha 2. Ziskané poznatky si overte dokazom nasledujiiceho tvrdenia:

Nad odvesnami pravouhlého trojuholnika zostrojime polkruznice leziace mimo
trojuholnika. Nad preponou pravouhlého trojuholnika zostrojime polkruznicu tak, Ze
trojuholnik lezi v polkruhu fiou ohrani¢enom.

Dokézte, ze plocha obrazcov ohrani¢enych polkruznicami je rovna ploche

pravouhlého trojuholnika. Teda, Ze plati plocha A+plocha B = plocha C.

L

B

Domaca uloha 3. Vyrieste nasledujici problém

Vyrobcovia televizorov postupne prechddzajii od tradiénych obrazoviek formatu 4:3
(pomer Sirky obrazovky k jej vyske) k obrazovkam Sirokouhlého formatu 16:9. Velkost
obrazovky sa v oboch formatoch zvyéajne uddva pomocou dizky jej uhlopriecky. Ak ste
zvyknuti na sledovanie televizora s uhloprieckou 55 cm vo formate 4:3, akii minimalnu
uhlopriecku musi mat’ obrazovka formatu 16:9, aby sa neznizil V4§ komfort sledovania

televizneho programu, t.j. aby sa neznizila vyska obrazu?
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3.3 MnoZina vrcholov danych uhlov zostrojenych nad danou tiseckou

Mnozina vSetkych bodov roviny, z ktorych danu usecku vidiet’ pod danym uhlom.

Pri rieSeni konstrukénych uloh Gasto potrebujeme najst’ bod, ktory stiéasne spina
dve podmienky. Bod zvycajne najdeme ako bod prieniku dvoch geometrickych miest
bodov.

Geometrickym miestom bodov sa nazyva geometricky utvar, ktory pozostava zo
vSetkych bodov roviny, ktoré maju dant vlastnost’. Mnohé geometrické miesta bodov uz
poznate. Napriklad, kruznicu mozno definovat’ ako geometrické miesto bodov, ktoré maju
rovnakl vzdialenost’ od daného bodu, os tsecky ako geometrické miesto bodov rovnako
vzdialenych od koncovych bodov tsecky a podobne.

Cielom vaSej nasledujicej Cinnosti je oboznamit' sa s geometrickym miestom
vrcholov uhlov s danou velkost'ou, ramend ktorych prechddzaji dvoma danymi bodmi,
inymi slovami identifikovat’ a preskimat’ mnoZzinu vSetkych bodov roviny, z ktorych vidiet
dant usecku pod danym uhlom.

Pracovat’ na prvej ulohe zacnete tym, Ze sa naucite poskladat z harku papiera
lietadlo. Ked’” ho potom opatrne rozlozite, ziskate zahybovy vzor, ktory okrem iného
obsahuje dva zvdzky zihybov prechadzajucich dvoma réznymi bodmi. Roztriedite
priesecniky tychto zahybov podla toho, ¢i predstavuju vrchol uhla vicSieho ako pravy
uhol, mensieho ako pravy uhol alebo rovného pravému uhlu. Zmeriate vzdialenosti medzi

priesenikmi a stredom usecky urcenej dvoma spominanymi bodmi.

* * *

Uloha 1. RozloZenie vrcholov réznyvch uhlov zostrojenych nad danou tseékou v

polrovine.

Krok 1. Z harku papiera formatu A4 poskladajte podl'’a navodu lietadlo.
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Krok 2. Hotovy model opatrne rozlozte. Ziskate nasledujtici zahybovy vzor.
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Krok 3. Zlozenim papiera zvyraznite zahyby vychadzajuce z bodov reprezentujicich
$picku lietadla (body A,B) a zaroven tieto zahyby predizte na cely harok
(pripadne ich zvyraznite tenkou ¢iarou pomocou ceruzky). Dostanete

nasledujtci zahybovy vzor.

Krok 4. Porovnajte uhly, ktoré zvieraju zahyby vychadzajuce z bodu A so zahybmi
vychadzajiicimi z bodu B, s pravym uhlom (napriklad pomocou pravého uhla
na pomocnom harku papiera). Priese¢niky, z ktorych vidiet’ tse¢ku AB pod
uhlom rozoznateI'ne mensim ako je pravy uhol, oznacte Cervenym kruzkom.
Priese¢niky, z ktorych vidiet tsecku AB pod uhlom rozoznateI'ne va¢§im ako
je pravy uhol, ozna¢te modrym krazkom. Priesecniky, pri ktorych nie je
zretelne jasné, ¢i uhol zvierany zahybmi je vacsi ¢i mensi ako pravy, teda sa
vam zda, ze moze byt’ pravy, oznacte zelenym krizkom. Podl’a realnych
vysledkov na svojom zdhybovom vzore oznacte prislusnymi farbami i

priesecniky na vysSie uvedenom nacrte zahybového vzoru.
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Informacia pre ucitela: Po vykonani kroku 4) by Ziaci mali ziskat nasledujuci vysledok.

NV

Krok 5. Odmerajte vzdialenost’ od stredu S Gise¢ky AB po bod A na svojom

zédhybovom vzore

Krok 6. Odmerajte vzdialenost’ ¢erveno zakrazkovanych prieseénikov (vrcholov uhlov

mensich ako pravy uhol) od stredu tsecky AB. Vysledky zapiSte do tabul’ky.

Vrchol uhla<90° |1
¢islo

Vzdialenost’
vrcholu od stredu
useCky AB [mm]

Vzdialenosti Studovanych bodov, z ktorych vidiet’ usecku AB pod uhlom mens$im
ako pravym, od stredu tejto tsecky s ................. ako vzdialenost’ krajného

bodu tsecky AB od jej stredu
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Krok 7. Odmerajte vzdialenost’ modro zakruzkovanych priese¢nikov (vrcholov uhlov

vécsich ako pravy uhol) od stredu usecky AB. Vysledky zapiste do tabulky.

Vrchol uhla>90° |1
Cislo

Vzdialenost’
vrcholu od stredu
usecky AB [mm)]

Vzdialenosti Studovanych bodov, z ktorych vidiet’ usecku AB pod uhlom vi¢sim
ako pravym, od stredu tejto tsecky s .................. ako vzdialenost’ krajného

bodu usecky AB od jej stredu

Krok 8. Odmerajte vzdialenost’ zeleno zakrizkovanych prieseénikov (moznych vrcholov

pravych uhlov) od stredu usecky AB. Vysledky zapiste do tabul’ky.

Vrchol uhla~90° |1
¢islo

Vzdialenost’
vrcholu od stredu
usecky AB [mm)]

Co naznacuji vysledky prezentované v poslednej tabul’ke?
Porovnajte vzdialenosti vrcholov “pravych” uhlov od stredu usecky AB so
vzdialenostou koncového bodu tusecky od stredu, to jest s |[SA|. Aké je vase

zistenie?

Krok 9. Na zaklade svojich pozorovani a merani vyslovte (napiste) predpoklad o polohe
vrcholov pravych uhlov zostrojenych nad danou useckou, o polohe vrcholov uhlov

vacsich ako pravy uhol, o polohe vrcholov uhlov mensich ako pravy uhol.

* X *

V prave dokoncenej ulohe ste zbezne presondovali (predtriedili), a tym ziskali prvotnd,
kvalitativnu predstavu o tom, ako su v polrovine rozlozené vrcholy uhlov zostrojenych nad

danou useckou a sledovali ste vzdialenost’ tychto vrcholov od stredu tsecky.
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V nasledujicej tlohe sa sustredite na polohy vrcholov pravych uhlov. Zostrojite
sériu navzajom kolmych dvojic zahybov prechadzajucich dvoma koncovymi bodmi danej
useCky. Zmeriate vzdialenosti priesecnikov tychto zdhybov od stredu usecky. Identifikujete

geometricky utvar, ktory najlepsie zodpoveda pozorovaniam a nameranym hodnotam.

* X *

Uloha 2. MnoZina vrcholov pravych uhlov zostrojenych nad danou tsekou.

Krok 1. Vezmite harok papiera formatu A4. Prelozte ho na polovicu a otvorte. Zostrojili
ste tak stredy hornej a dolnej hrany harku. Zlozenim papiera vytvorte zahyb
prechadzajuci stredom dolnej hrany a papier roztvorte. Nasledne vytvorte zahyb,
ktory je kolmy na predchadzajuci a sucasne prechédza stredom hornej hrany.

Priesecnik tychto zahybov oznacte krazkom.

Krok 2. Vytvorte novy zahyb prechadzajtci stredom dolnej hrany harku. Nasledne
vytvorte zahyb nanho kolmy a stc¢asne prechadzajuci stredom hornej hrany.

Priesec¢nik zdhybov oznacte krizkom.
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Krok 3. Krok 2 viackrat zopakujte. Kvoli presnosti a zretel'nosti je vhodné na kazdej
polovici harku vytvorit’ najviac 3-4 dvojice navzdjom kolmych zahybov. Preto

pouzite viac harkov papiera.

Krok 4. Polohy priese¢nikov zahybov (vrcholy pravych uhlov) zo vsetkych harkov
preneste na jeden z nich. Presne zlicujte (priloZte) dva harky a prepichnite ich
Vv mieste oznacenych priese¢nikov zahybov $pendlikom, alebo pohl'adom proti

svetlu zistite potrebné polohy a oznacte.

Aky geometricky utvar vam pripomina mnozina vrcholov pravych uhlov
S ramenami prechadzajucimi stredmi dolnej a hornej hrany harku, ktort ste prave

ziskali?

Informacia pre ucitela: Po vykonani kroku (4) by mali Ziaci dostat’ vysledok podobny

zobrazenému na obrazku.

Krok 5. Prehnutim papiera najdite stred usecky urcenej stredmi dolnej a hornej hrany.
Odmerajte vzdialenosti aspon desiatich vrcholov pravych uhlov od stredu

spominanej usecky a vysledky zapiste do tabulky.

Vrchol pravého 1
uhla ¢islo

Vzdialenost’
vrcholu od stredu
useCky [mm]
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Krok 6. Na zaklade svojich pozorovani a merani vyslovte (napiste) predpoklad o
geometrickom mieste vrcholov pravych uhlov, ramené ktorych prechadzaja
koncovymi bodmi danej isecky, vo vaSom pripade stredom dolnej a hornej hrany

harku papiera.

* X *

Na zaklade vysledkov predchadzajiicej ulohy ste dospeli k predpokladu, Ze vrcholy
pravych uhlov zostrojenych nad danou useckou lezia na kruznici. Skutoc¢ne:

MnozZinou vsetkych vrcholov pravych uhlov, ktorych ramend prechdadzaju dvoma
danymi bodmi je kruznica k zostrojend nad useckou urcenou danymi bodmi ako priemerom
s vynimkou danych bodov. Kruznicu k nazyvame Talesovou kruZnicou.

V nasledujucej tlohe sa pozriete, ako je to s polohami vrcholov uhlov, ktoré nie st
pravé. Dvoma Spendlikmi urcite koncové body danej tsecky. Z harku papiera poskladate
trojuholnik. Zasunutim tohto trojuholnika medzi dva Spendliky a vyznacenim polohy
vrcholu pri rdéznych sposoboch umiestnenia trojuholnika zostrojite mnoZzinu vrcholov
uhlov danej velkosti. Ohnutim papierového trojuholnika napoly a opakovanim postupu
vytvorite mnoZinu vrcholov uhlov o polovi¢nej velkosti predchadzajiuceho uhla. Na osi
useCky zostrojite bod zodpovedajici vrcholu dvojnasobného uhla. Odmeriate potrebné
vzdialenosti a identifikujete geometrické utvary, ktoré najlepSie zodpovedaji
pozorovaniam a meraniam pre polohy vrcholov danych uhlov zostrojenych nad danou

useckou.

Uloha 3: MnoZina vrcholov uhlov inych ako pravych zostrojenych nad danou iiseckou

Krok 1. Blizko dlhsej hrany (nie vS§ak priamo na hrane) harku papiera formatu A4 zostrojte
dva body A, B, priblizne 8 cm od seba. Zlozenim papiera zostrojte os tsecky AB.
Harok poloZte na vhodnu podlozku (napriklad rysovaciu dosku) a do bodov A a B

zapichnite Spendliky. Nie az po hlavicku, no aby boli pevne fixovane.
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Krok 2. Z iného harku papiera A4 poskladajte podl'a navodu trojuholnik.

Aky trojuholnik ste takto zostrojili? Svoje tvrdenie niekolkymi slovami

zdovodnite.

Ak tento trojuholnik zlozime napoly, aké vnutorné uhly bude mat vysledny

trojuholnik?
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Krok 3. Trojuholnik, ktory ste ziskali v kroku 2 vsuiite medzi $Spendliky zabodnuté do
harku papiera, ktoré ste si pripravili v kroku 1. Ramena trojuholnika musia tesne
doliehat’ k Spendlikom, no trojuholnik nesmiete pritlacit’ vel'mi silno, aby sa
nezdeformoval. Vyznacte polohu vrcholu vsunutého medzi Spendliky. Pri

vyznacovani pouzite napr. modru fixku.

Krok 4. Zmerite polohu trojuholnika (nato¢te ho trochu ina¢) a vyznacte novu polohu

vrcholu.

Krok 5. Krok 4 zopakujte viackrat. (Zostrojte pritom i vrchol uhla leziaci na osi Gisecky
AB). Ziskate tak mnozinu vrcholov uhlov velkosti 60°, ramen4 ktorych

prechadzaju koncovymi bodmi usecky AB.
Aky geometricky Gtvar vam prave ziskand mnoZina bodov pripomina?
Krok 6. Papierovy trojuholnik zlozte napoly. Trojuholnik vloZte medzi Spendliky
vrcholom, pri ktorom je vnitorny uhol rovny 30°. Postupujte podobne ako v

krokoch (4) a (5). Pri vyznacovani poloh vrcholov vSak pouzite napr. Cerventi

fixku. Ziskate mnozinu vrcholov uhlov velkosti 30°, ramena ktorych prechadzaju

koncovymi bodmi tsecky AB.

Aky geometricky Gtvar vam pripomina mnozina bodov, ktort ste ziskali?
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Krok 7. Na osi Gisecky AB zostrojte pomocou vasho papierového trojuholnika vrchol uhla

rovného 120°.

Informacia pre ucitela: Obrazok, ktory vytvorili Ziaci by sa mal podobat tomuto.

Krok 8. Odmerajte vzdialenosti asponi desiatich vrcholov 60° uhlov od vrcholu 120° uhla

leziaceho na osi usecky AB. Hodnoty zapiste do tabulky.

Vrchol 60° uhla 1
¢islo

Vzdialenost’
vrcholu 60° uhla
od vrcholu 120°
uhla leziaceho na
osi useCky AB
[mm]
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Krok 9. Odmerajte vzdialenosti aspon desiatich vrcholov 30° uhlov od vrcholu 60° uhla

leziaceho na osi Gsecky AB. Vysledky zapiste do tabulky.

Vrchol 30° uhla 1
¢islo

Vzdialenost’
vrcholu 30° uhla
od vrcholu 60°
uhla leziaceho na
osi usecky AB
[mm]

Krok 10. Na zaklade svojich pozorovani a vysledkov ziskanych v krokoch (8), (9) a s
uvazenim, ze Uloha je symetricka, teda, ze trojuholnik mézete vsunit’ medzi
Spendliky nielen zo strany bliZSej hrany, ale 1 zo strany opacnej, vyslovte
predpoklad o geometrickych miestach vrcholov 30° a 60° uhlov, ramen ktorych
prechadzaju koncovymi bodmi danej tsecky. Svoj predpoklad nasledne

zovseobecnite na pripad l'ubovol'ného uhla.

Krok 11. Dva r6zne body A a B leziace na kruznici K rozdel'uju tato kruznicu na dva
obluky AB. Uhol AXB, ktorého vrchol X je bodom kruZnice a ktorého ramena
prechadzaju krajnymi bodmi obluku AB nazyvame obvodovy uhol prislusny k
tomu obluku AB, ktory v tomto uhle leZi. Uhol ASB, ktorého vrchol S je
stredom kruznice a ktorého ramena prechadzaju krajnymi bodmi obluku AB

nazyvame stredovy uhol prislusny k tomu obluku AB, ktory v tomto uhle leZi.

* * *
Na zéklade svojich vysledkov tykajucich sa geometrického miesta vrcholov uhlov

danej velkosti zostrojenych nad danou useckou vyslovte predpoklad o vztahu

obvodového a stredového uhla prislusného k danému obluku kruznice.

* * *
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3.4 Postupnosti a rady

Casto mozete pocut, ako niekto diktuje priatelovi telefonne &islo, alebo vidiet
diet’a, ako hodi na zem gument loptu. V prvom pripade zacujete nieco ako: ,,Pis si: 0, 9, 1,
3,7,59,1,1, 4% V druhom pripade zbadate, ako sa lopta odrazi od zeme a zac¢ne skékat’.
Vyska, do ktorej vyskoci, je stale mensia a menSia, az nakoniec ostane lopta lezat’ na zemi.

Telefénne Cislo a hodnoty vysSok postupnych odskokov lopty predstavuja rézne
priklady Cciselnej postupnosti. Ako tieto priklady naznacuji, postupnosti slizia ako
matematicky model mnohych objektov, javov, ¢i dejov v nasom okoli (vSeobecne znamym
prikladom je zlozené urocenie vkladov v bankach).

V nasledujticej Casti sa dozviete, Co to vlastne postupnosti su, zistite, co maja
postupnost’ tvoriaca telefonne ¢islo a postupnost’ vysok odskokov lopty spolo¢né a v com
sa liSia, obozndmite sa s mnohymi vlastnostami roznych typov postupnosti.

V prvej tlohe sa naucite poskladat’ zo Stvorca papiera model ulity. Na hotovom
modeli odmeriate dizky jednotlivych priamych usekov tvoriacich jeho obvod. Pocas
analyzy nameranych tdajov sa zozndmite s pojmom Cciselnd postupnost’ a S niekolkymi

(nie vSetkymi) spdsobmi, ako mozno dant postupnost’ urcit’.

* * *

Uloha 1. Papierova ulita a zvla§tnost’ jej obvodu.

Krok 1. Aby ste mohli pristupit’ k skladaniu ulity, potrebujete rozdelit’ §tvorec papiera na
tretiny. Ked'Ze tato operéacia sa nielen bezne vyskytuje pri skladani réznych
origami modelov, no ¢asto potrebujete zlozit’ na tretiny samotny harok, venujeme

skladaniu harku na tretiny samostatny krok.

Vezmite Stvorec papiera. PrelozZte ho tak, Ze pravy dolny roh I'ahne na stred horne;j

hrany a vytvorte zahyb. Dalej pokracujte podl’a navodu.
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Krok 2. Vezmite §tvorec papiera, ktory je zahybmi rozdeleny na tretiny. Podl’a navodu

z neho poskladajte papierovu ulitu.
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Krok 3. Vidiet, e diZky rovnych usekov po obvode ulity sa postupne skracuju. Odmerajte
dizky prvych piatich usegiek tvoriacich obvod ulity, ktora ste poskladali.

Vysledky merania v milimetroch zapiSte do nasledujiceho riadku:

T e, e e e :

Mnozina ¢isel, ktort ste prave ziskali, predstavuje ciselnii postupnost, pricom ste

postupnost’ urcili vymenovanim jej clenov.

Krok 4. Ciselna postupnost’ predstavuje mnozinu, zoznam, retazec &isel, pri¢om zalezi na
poradi, v akom su ¢isla zoradené. Jednotlivé prvky predstavuju ¢leny postupnosti.
Umiestnenie v mnozine urcuje poradie ¢lena postupnosti. Na prvom mieste stoji
prvy ¢len postupnosti, na druhom druhy a tak d’alej. Cleny postupnosti sa zapisuju

Vv tvare un. Zapiste, comu sa vo vaSom pripade rovna

V kroku 3 ste pouzili jeden z moznych sposobov urcenia postupnosti, ato
vymenovanie vsetkych jej ¢lenov. Dal§im moznym sposobom uréenia postupnosti
je vytvorenie tabul’ky, kde v prvom riadku je poradové &islo ¢lena a v druhom

hodnota tohto ¢lena. ZapisSte vysledky z kroku 3 do nasledujucej tabul’ky:

Poradové Cislo
¢lena postupnosti
n

Hodnota ¢lena
postupnosti u,
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Krok 5. Postupnost’ mozete znazornit’ graficky. Bud’ na Ciselnej osi tak, Zze znazornite iba

hodnoty ¢lenov postupnosti, alebo pomocou grafu, ktory tvoria izolované body.

Znazornite vysledky z kroku 3 na Ciselnej osi.

—ttttt =
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zostrojte graf postupnosti z kroku 3. Najprv ociachujte (oznacte) os ,,hodnota

¢lena postupnosti a potom zostrojte prislusné body.

\

hodnota clena postupnost

1 2 3 4 5
poradoi/é/cisTo clena postupnosti

Niekol’kymi slovami popiste spravanie ¢lenov Studovanej postupnosti.

Krok 6. Z postupnosti ziskanej v kroku 3 vytvorte dve nové postupnosti. Cleny prvej
Z nich nech predstavuju rozdiel dvoch po sebe iducich ¢lenov pdvodne;j

postupnosti, konkrétne
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an = Un+]_ = Un.
Cleny druhej z nich nech predstavuji podiel dvoch po sebe iducich &lenov
povodnej postupnosti, konkrétne

b _un+1
n=——7.
u,

Vysledky zapiste do tabulky. Vysledky delenia zaokruhlite na dve desatinné

miesta.

Un

Up+1 - Un

n+l

. o, . " , u
Niekol’kymi slovami popiste charakter postupnosti Up+1 - Uy & —L .
n

* * *

V predchédzajicej ulohe ste sa zbezne zOznamili s pojmom ciselnd postupnost’ a c¢len
postupnosti. Dozvedeli ste sa, Ze postupnost’ moze byt urcena vymenovanim vsetkych jej
¢lenov, zostrojenim tabulky, ¢i nakreslenim grafu. V nasledujucej ulohe sa oboznamite
s d’al§imi sposobmi urCenia postupnosti, ato rekurentnym vyjadrenim postupnosti
a zadanim predpisu pre vypocet n-tého (v§eobecného) ¢lena.

Budete skladat’ papierové pasky, farbit niektoré CcCasti poskladanych pasok
aprerazat v nich diery. Budete Studovat rozne Ciselné postupnosti spojené s poctom
prelozeni pasky ahladat pravidla pre popis takychto postupnosti. Zozndmite sa so

Specialnym typom postupnosti — geometrickou postupnost’ou.
p ym typom postup g p p

* * *

Uloha 2. Skladanim papierovej pasky vytvarame &iselné postupnosti.

Krok 1. Pripravte si pat’ papierovych pasok asi 60 cm dlhych. Vezmite jednu pasku

a prehnite ju napoly tak, ze pravy okraj prilozite na I'avy a pasku pritlacite.
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Horntl stranu zlozenej pasky nafarbite (farebnou ceruzou, fixkou, a pod.). Potom

do zlozenej a nafarbenej pasky prerazte dierkovacom dieru.

Pasku rozlozte.

0]

Krok 2. Vezmite si d’al§iu pasku. Prehnite ju napoly tak, ze pravy okraj prilozite na lavy

a pasku pritlacite. Hornu stranu zlozenej pasky nafarbite.

Stale zlozenu pasku eSte raz zohnite napoly tak, ze pravy okraj prilozite na l'avy
apasku pritlacte. Hornt stranu zlozenej pasky opéat nafarbite. Do takto

poskladanej a nafarbenej pasky prerazte dierkova¢om dieru.
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Pasku rozlozte.

Krok 3. Vezmite si tretiu pasku. Opakujte krok 2 s tym rozdielom, Ze teraz pasku postupne
prehnete a nafarbite tri krat. AZ potom do zloZenej pasky prerazite dieru. Dalgiu

pasku prehnite Styrikrat, poslednt pat’krat. Po predierkovani pasky rozlozte.

Krok 4. Spocitajte diery v jednotlivych paskach. Vysledky zapiste do tabulky. V prvom
riadku bude zapisany pocet prehnuti pasky, v druhom celkovy pocet dier v paske,
do tretieho riadku zapiste pomer poctu dier v nezafarbenej Casti pasky

k celkovému poctu dier.

Pocet prehuti pasky 1 2

Celkovy pocet dier 2 4

Pomer poctu dier v nezafarbenej | '2 Z
Casti pasky k ich celkovému poctu

Popiste slovami, ako sa s po¢tom prehnuti pasky meni celkovy pocet dier v nej
prerazenych.

Ako sa meni pomer poctu dier v nezafarbenej Casti pasky k celkovému poctu dier?
Iste vdm neuniklo, Ze celkovy pocet dier je rovny poctu vrstiev papiera, ktoré¢ st
na sebe naskladané po danom pocte prehnuti a Ze pomer poctu dier v nezafarbenej

casti k celkovému poctu dier udéva, aka cast’ pasky ostala nezafarbena.

Krok 5. Po analyze vysledkov predpovedzte, kol’ko dier bude mat’ paska, ktorti prehnete 6

krat, 7 krat a aka Cast’ tychto dier bude v nevyfarbenej Casti pasky.

Pocet dier v paske prehnutej Sest’ krdt = ......................

Pocet dier v paske prehnutej sedem krat = .......................

Podet dier v nevyfarbenej Casti pasky prehnutej 6x =
Celkovy pocet dier v paske prehnutej 6x
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Krok 6.

Pocet dier v nevyfarbenej Casti pasky prehnutej 7X =
Celkovy pocet dier v paske prehnutej 7x

Pri rieSeni ulohy 1 ste sa dozvedeli, Ze mnoziny ¢isel, ako st tie zapisané v prvom
a druhom riadku v tabul'ke vytvorenej v kroku 4, predstavuju postupnosti. Ak ako
U, oznacite celkovy pocet dier prerazenych v paske prehnutej n krat, comu sa

rovnaju nasledujuce podiely ¢lenov postupnosti?

U2 u3: u_5:

u, u, U,

Krok 7. Hovorime, Ze postupnost’ je dana rekurentne ak je dany predpis na vypocet

nasledujuceho ¢lena postupnosti pomocou jedného alebo viacerych
predchadzajtcich Clenov postupnosti. Na zaklade svojich vysledkov
z predchadzajucich krokov napiste rekurentny vzt'ah medzi clenmi postupnosti

predstavujucej celkovy pocet dier v paske pre rastuci pocet prehnuti,

Un =

Svoj vysledok zdovodnite.

Krok 8. Postupnost’ mozno uréit’ i priamo zadanim vzorca pre vypocet n-tého

(vSeobecného) ¢lena postupnosti bez odvolavania sa na predchadzajuce ¢leny. Na
zaklade svojich pozorovani a vysledkov predchadzajicich krokov napiste vzt'ah
(pravidlo, formulu, vzorec) ktory vyjadri celkovy pocet dier prerazenych v paske
prehnutej dany pocet krat,

Up =

Svoj vysledok zddvodnite.
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Krok 9. Postupnost’, v ktorej kazdy ¢len je vytvarany rekurentne vynasobenim
predchadzajiceho ¢lena konStantou sa nazyva geometricka postupnost.

Konstantny ¢initel’ (konstanta) sa nazyva kvocient.

Je postupnost’ ¢isel vyjadrujucich celkovy pocet dier v paske pre rastiuci pocet

prehnuti geometricka? Ak ano, aky je jej kvocient?
Co mozete povedat o postupnosti &isel vyjadrujicich pomer poétu dier

v nezafarbenej Casti pasky k celkovému poctu dier pre rastici pocet prehnuti

pasky ?
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4 Pilotné testovanie

Po dohode spani riaditel’kou sa pilotné testovanie niektorych z pripravenych
prikladov uskuto¢nilo na hodinach matematiky na ZS Zeliarska 4 v Kosiciach.

Testovania sa zacastnilo 10 Ziakov 6smeho ro¢nika a 12 ziakov deviateho ro¢nika.
ISlo o bezné triedy, v ktorych boli zastipeni jednotkari i Stvorkari.

Prospech z matematiky ziakov testovanych tried na polro¢nom vysvedceni

v Skolskom roku 2011/2012:

Znamka 1 2 3 4 5
8. trieda 2 5 3 0 0
9. trieda 1 4 3 4 0

Obl'ubenost’ matematiky u ziakov bola tradi¢ne nizka. Kladny vztah k matematike
proklamoval jeden 6smak a traja deviataci. Neutralne sa k matematike stavali traja dsmaci
a piati deviataci. Matematiku vyslovene nemali radi Siesti 6smaci a Styria deviataci. Vel'ka
vicSina ziakov mala doma pocitac i pristup na internet. Internet nemal doma jeden 6smak,
pocita¢ ani internet nemal jeden deviatak.

Prvy test prebehol v 6smej triede v rozsahu jednej vyucovacej hodiny a to v stredu
na piatej vyuéovacej hodine v tradiéne usporiadane;j triede. Ziaci riesili prva ulohu z celku
venovaného mnozine vrcholov uhlov zostrojenych nad danou tseckou (Uloha 1 z kapitoly
3.2). Nedlho predtym Ziaci prebrali na hodine matematiky Talesovu kruZnicu, to jest ucivo,
ktoré s testovanou témou suviselo.

Ziaci pracovali v dvoch trojélennych advoch dvojélennych skupinach podla
indtrukcii v pracovnych listoch, ktoré dostali. Casy potrebné na splnenie jednotlivych etap,
sme odhadli nasledovne: poskladanie modelu 7 az 10 minlt, roztriedenie priese¢nikov
zahybov podl'a velkosti uhla pod ktorym vidiet danu usecku 8 az 10 minut, uskuto¢nenie
potrebnych merani vzdialenosti 7 az 10 mintt. Tento predpokladany ¢asovy harmonogram
splnila jedna skupina Ziakov. Ostatnym ostavalo na konci vyucovacej hodiny uskuto¢nit’
niekol’ko poslednych merani.

Najviac problémov robilo ziakom zorientovat’ sa v zdhyboch zahybového vzoru
a identifikovat’ uhly, velkost ktorych mali posudzovat. Menej problémov mali

s poskladanim modelu a najl'ahSie im iSlo meranie vzdialenosti.
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Ziaci pri rieSeni tilohy navzajom diskutovali, v ramci skupiny i medzi skupinami.
Snazili sa, pracovali, neodbiehali od témy. Na zaver ziaci vyjadrili nazor, ze takyto sposob
vyucovania je zaujimavejsi ako bezna hodina matematiky.

Druhého testu sa zacastnili ziaci deviateho ro¢nika v rozsahu dvoch vyucovacich
hodin vstredu na tretej astvrtej vyucCovacej hodine. Tento pilotny test prebehol
V pocitacovej miestnosti. K dispozicii bolo 13 pocitacov pre ziakov a jeden pre ucitela.
Obsah obrazovky ucitel'ovho pocitata bolo mozné pomocou projektoru premietnut’ na
vacsiu plochu. Pocitace ziakov boli umiestnené na stoloch zoradenych po obvode
miestnosti.

Kazdy ziak pracoval pri jednom pocitaci, pricom podla potreby mohol diskutovat’
so susedom. Ziaci podla in§trukcii v pracovnych listoch pracovali na ,motivaénom*
workshope 3.1, pricom na otazky odpovedali elektronicky pomocou stranky
polleverywhere.com. Medzi odpovedami na prvé tri otazky (otazky s otvorenou
odpoved’ou) sa okrem seridznych odpovedi objavilo aj niekol’ko menej vaznych. Po
poskladani origami modelu na otazku, ¢i podla nich méze byt toto umenie skladania
(origami) nejako spojené s matematikou, odpovedalo 8 Ziakov ano a 4 nie.

Mozno konStatovat’, ze zZiakov najviac zaujalo skladanie origami modelu podla
navodu z internetu, ¢o otvorene priznali i prakticky dokdzali GspeSnym poskladanim
modelov. Zaujem vzbudila i ,,internetova® prednaSka Roberta Langa, najméa realistickost’
jeho modelov zvierat a hmyzu. O spajanie origami s matematikou vSak uz taky zaujem
nebol. Jeden Ziak to vystihol slovami: ,,Origami ako skladanie modelov je zaujimavé, no
matematika uz zaujimava nie je.*

Workshopovy formét vyu€ovania narusuje a meni zauZivané usporiadanie Skolskej
hodiny. Kazdé narusenie tradi¢nej vyuky moéze u Studentov podvedome vyvolat’ pocit, ze
nejde o regularne vyucovanie, ale o nejaku ,,mimoskolsku‘ aktivitu, o moze skresl'ovat
reakcie ziakov pri testovani inovativnych metdd, ked’Ze nie su na takéto metdody zvyknuti
a pripraveni.

Pri celoplosnom a dlhodobom prechode na podobné formy vyucovania bude
pravdepodobne potrebnd istd adaptacna doba, aby Ziaci a ich rodicia takéto metddy prijali

(,,z1aci sa v Skole iba hraju a neucia sa“).
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Zaver

Stadia OECD PISA skumajuca matematickd gramotnost’ Ziakov i pozorovania
samotnych uéitel'ov naznacuju, Ze v poslednej dobe klesa zaujem Ziakov o matematiku (no
nie len 0 fu), zniZuje sa Groven porozumenia matematickym pojmom, schopnost’ rieSit
problémy, ochota usilovne pracovat’ pri ziskavani vedomosti.

Za vinnika je viac-menej jednomysel'ne oznacovany sposob, akym sa matematika
tradiéne vyucuje — ucitel’ odovzdava hotové a utriedené poznatky a vedomosti Ziakom,
ktori ich pasivne prijimaju. Napravu by mal  priniest prechod k aktivizujicim
kolaborativnym formam vyucovania, v ktorych Student v spolupréci s rovesnikmi aktivne
znovuobjavuje poznatky a vedomosti sam.

Nebezpecenstvom tejto koncepcie vyucovania je, Ze ziaci budi mat menej
vedomosti, tieto vedomosti budi menej systematické a menej usporiadané.

Na druhej strane sa u ziakov rozvija samostatnost’, schopnost’ hl'adat’ informacie,
schopnost’ riesit’ problémy, kritické myslenie, tvorivost’.

Ulohou vyudovania $kolskej matematiky nie je ,,produkovat™ matematikov.
Primérnym cielom je matematizovat’ myslenie deti. Preto pokles mnoZstva matematickych
vedomosti pri siCasnom zvyseni kvality myslenia je viac nez prijate'nou cenou.

Do tejto koncepcie zapadd workshopovy format vyu€ovania. Predlozend praca
pontka motivacny workshop ilustrujlici prinos poznatkov ziskanych matematizaciou
procesu skladania papiera pre bezny Zivot a niekol'ko prikladov vyuzivajucich skladanie
papiera — origami — ako ,,experimentalne laboratorium®, v ktorom mozno znovuziskavat’
poznatky z vybranych oblasti (Pytagorova veta, mnozina vrcholov danych uhlov
zostrojenych nad danou useckou, postupnosti) v ramci matematického workshopu.

Pilotné testovanie niekolkych z vytvorenych prikladov ukazalo, Ze deti rady
skladaju papierové modely. Ziaci, ktori sa testu zucastnili, vyslovili nazor, Ze takyto
sposob vyuCovania matematiky by ich pravdepodobne bavil viac nez tradi¢ny, no isti by si
boli, az ked’ by si to vyskuasali dlhSiu dobu.

Ked'Ze u nés zatial’ neexistuje uceleny dlhodoby program vyucovania matematiky
workshopovym sposobom, vytvorené priklady mozno vyuzit’ na spestrenie a zatraktivnenie

tradicného vyucovania alebo na matematickom krazku.
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Priloha A: Ukazka z ,,Workshop Calculus*

Preklad casti tlohy z knihy HASTINGS, N.B.-REYNOLDS,B Workshop Calculus with

Graphing Calculators: Guided Exploration with Review.

Odsek 2

Analyzovanie linearnych funkcii

Svoje studium funkcii zacnete pouzitim detektoru pohybu na vytvorenie svojich vlastnych
funkcii. Ked’ chodite, skacete alebo bezite pred detektorom pohybu, ten vysiela rad
ultrazvukovych pulzov, ktoré sa odrazia od objektu v ich trajektorii (v tomto pripade od
vas) a vratia sa do detektora. Pocitac alebo kalkulacka zaznamenaju Cas, ktory trva
kazdému zvukovému pulzu prejdenie uzavretej drahy medzi detektorom a objektom,
pouzije tito informéciu na vypocet vzdialenosti objektu od detektoru a okamzite zobrazi na
obrazovke pohybom vygenerovany graf vzdialenost’ verzus ¢as.

V prvej tlohe pouzijete detektor pohybu na vytvorenie niekol’kych linearnych
funkcii - to jest funkcii ktorych grafy s priamky — a potom najdete vyraz, ktory modeluje
vaSe krivky. Vytvorite rastiice a klesajice funkcie a vySetrite ako menenie rychlosti ktorou
sa pohybujete ovplyviiuje tvar grafu reprezentujliiceho vas pohyb. Vysetrite niekol'ko
sposobov ako reprezentovat’ funkciu a porozmyslate o vyzname defini¢ného oboru a oboru
funk¢énych hodnot. Skor nez zacnete ulohu, zopakujte si zaklady prace s kalkulackou, ako
pouzivat’ nastroje Pocitacom Podporovaného Laboratoria a ako analyzovat’ data

zhromazdené PPL systémom pre vasu graficka kalkulacku.

Uloha 1-4: Vytvaranie linearnych funkcii

Ako budete prechadzat touto ulohou, precitajte si velmi pozorne kazdu otazku skor nez
zacnete. Pokuste sa urobit presne to, co sa hovori. Pracujte ako tim. Pocitajte spolocne.
Porovnajte svoje vysledky. Hovorte o tom co sa prave robi. Pomdhajte si navzajom.
Ubezpecte sa, ze kazda osoba sa vystrieda pri pouziti detektoru pohybu. Mozete vyskusat
mnozstvo casov. Ziskajte casy spravnym sposobom. Ziskajte vzdialenosti spravnym
sposobom.

Pripojte detektor pohybu k svojej grafickej kalkulacke a otvorte program MOTION.

1. Vytvorte dva linedrne grafy tak, ze zvacsujete svoju vzdialenost’ od detektoru.
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a. Vytvorte graf zva¢sovanim svojej vzdialenosti kracajiuc vel'mi pomaly. Zacnite
na znacke 0,5 metra. Zvicsujte svoju vzdialenost’ od detektoru vel'mi pomalou chddzou,
konstantnym krokom, pocas 5 sekund. Skusajte to, pokial’ nie ste so svojim grafom
spokojni.

b. Ulozte data pre svoj prvy graf.

C. Vytvorte druhy graf zva¢Sovanim svojej vzdialenosti kracajic troche rychlejsie
ako pri prvom grafe. Zacnite na znacke 0,5 metra. Zvicsujte svoju vzdialenost’ od
detektoru trochu rychlejSou chodzou, konstantnym krokom. Ako ste to robili pri prvom
grafe, skusajte to, pokial’ nebudete s vysledkom spokojni.

d. Nacrtnite grafy funkcii na nizsie danych osiach. Ociachujte osi.

vzdialenost [m]

cas[s]

e. Vypnite program MOTION a vrat'te sa k zdkladnej obrazovke.
2. Zaoberajte sa linearnymi funkciami, ktoré ste vytvorili vzd’alovanim sa od detektoru v
Casti 1
a. Pozrite sa na grafy tychto dvoch funkcii v grafickom okne svojej kalkulacky.
b. Analyzujte prvy graf, ktory ste vytvorili idic vel'mi pomaly.
(1) Pouzite svoj graf na odhad vasej vzdialenosti, ked’
(@) t =1 sekunda
(b) t = 3,5 sekundy
(2) Jednou alebo dvoma vetami popiste proces, ktory ste pouzili aby ste,

vychédzajuc z vasho grafu, nasli vasu vzdialenost’ v danom case.
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(3) Hoci ste sa pokusali ist’ ustalenym krokom, graf reprezentujici vas
pohyb je pravdepodobne trochu hrbolaty. Pokuste sa najst’ priamku, ktora
aproximuje alebo ,,fituje vas graf.
(a) Aproximujte sklon priamky, ktora najlepsie fituje vas graf.
(b) N4jdite rovnicu priamky, ktora najlepsie fituje vas graf pouzijuc
,,bod — sklon‘ rovnicu pre priamku a hodnotu pre sklon z bodu (a)
c. Analyzujte druhy graf, ktory ste vytvorili idic o trochu rychlejsie.
(1) N4jdite rovnicu, ktora reprezentuje vasu novu funkciu fitovanim vasho
grafu priamkou.
(2) Ak d je pomenovanie vasej funkcie, potom d(t) — €o sa ¢ita ,,d funkcia t*
— dava vystup, alebo vaSu vzdialenost’ od detektoru, v €ase t. VyuZite svoj
graf na aproximaciu hodnot
(a) d(o, 1)
(b) d(2, 3)
(3) Vyjadrite vaSu novu funkciu tabulkou aproximujic hodnoty pre d(t)

Vv niektorych Specifickych ¢asoch.

15 21 2.9 38

d()

(4) Popiste, v akom vzt'ahu su stipce tabul’ky k bodom vasho grafu.
d. Sklon priamky predstavuje vase tempo zmeny alebo vasu rychlost. Popiste, ako
rychlost’ ktorou idete ovplyviuje velkost’ sklonu funkcie modelujticej vas pohyb.
e. Ak zvicésujete svoju vzdialenost’ od detektoru, sklon prislusného grafu je vzdy
kladny. Vysvetlite preco.
f. Definicny obor funkcie je mnozina vsetkych pripustnych vstupnych hodnot.
V pripade funkcie vygenerovanej detektorom definicnym oborom je ¢asovy
interval, pocas ktorého detektor zhromazduje tidaje.
(1) N4jdite hodnotu t ktora je v definicnom obore druhej funkcie, ktoru ste
vytvorili. Urcte velkost’ a vyznacte prislusnti polohu na horizontélnej osi
nacrtku ktory ste zhotovili v Casti 1.
(2) Udajte hodnotu t ktora nie je v defini¢cnom obore druhej funkcie.
(3) N4jdite definicny obor druhej funkecie.
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(4) VSeobecne popiste, ako mdzete urcit’ defini¢ny obor funkcie z pohl'adu
na jej graf.
-V dalsej Casti ulohy 1-4 sa tento proces zopakuje, no teraz sa Studenti k detektoru
priblizuju. Miesto defini¢ného oboru $tudujt obor funkénych hodnét. Nakoniec sleduji, ¢o

sa stane ak pred detektorom iba stoja.

Zaverecny text po ulohe 1 —4:

Ked’ ste v poslednej tilohe vytvarali jednotlivé grafy, vasa rychlost’ zmeny polohy bola
konstantna. V dosledku toho bolo mozné grafy reprezentujuce vas pohyb modelovat
priamkou. Co sa stane, ak menite vasu rychlost’ zmeny? Ako to ovplyvni tvar prisluiného
grafu? V nasledujicom odseku preskiimate odpovede na tieto otazky, ked’ sa vasa rychlost’
zmeny polohy bude menit’ spojite, napriklad ked” pojdete rychlejsie a rychlejsie

a rychlejsie. Najprv vsak preverite situaciu ked’ sa pohybujete jednou konstantnou
rychlostou zmeny polohy, nasledne inou konstantnou rychlost'ou a nasledne este inou.

V tomto pripade graf reprezentujuci vas pohyb pozostdva zo skupiny useciek. Hovorime,
ze graf je po castiach linedrny, ked’ze kazda Cast’ grafu sama o sebe je cast’ priamky.

V nasledujucej tlohe budete prechadzat’ od verbalnej ku grafickej a symbolickej

reprezentacii po Castiach linearnych funkcii a pouzijete ich na modelovanie situacii.
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